2. gyakorlat

DIFFERENCIALSZAMITAS 2.

Erinté
Emlékeztetd.

Definicio. Az f € R — R fiiggvény grafikonjanak az (a, f(a)) pontban van érint8je, ha f € D{a}. Az f
fiigguény grafikonjinak (a, f(a)) pontbeli érint8jén az

y=f'(a) (x—a)+ f(a)

egyenleti egyenest értjiik.

1. Feladat. Irja fel az f figguény grafikonjdnak az a abszcisszdji pontjdhoz tartozd érin-
téegyenesének az egyenletét!

a) f(z):=e*sinzr (r€R), a=0,

3z —1
2 +1

b) f(z):=In (z€(1/3,4)), a=1.

Megoldds.
a) A derivéalasi szabdlyok szerint
f'(z) = (e**) sinx + e*(sinw) = 2e* sinz + €** cos 7. (x € R)
Ezért f € D{0} és f'(0) = 1, igy az érint6 definicidja szerint a fiiggvény grafikonjanak
van érintdje a (0, f(0)) pontban. Mivel f(0) = 0 és f'(0) = 1, ezért az érintéegyenes

egyenlete:
y = f'(0)-(z—0)+ f(0) =

<
Il
8

b) A derivalasi szabalyok szerint

f(a) = le_l _ <3$—1)/_ ?+1 Br—1)(x*+1)— Bz —1)(z*+1) _

il \a2+1/)  3z-1 (22 + 1)
3?4+ 1) - Bz —1)2r —32*+20+3 (x> 1/3)
T Be-D@2+1)  Br-D@+l '

Ezért f € D{1} és f'(1) = 1/2, igy az érint6 definicidja szerint a fliggvény grafikonjanak
van érintdje az (1, f(1)) pontban. Mivel f(1) =0 és f'(0) = 1/2, ezért az érintéegyenes
egyenlete:

y=f(1)(x—1)+ f(1) = y =



Megjegyzés. Ebben az esetben a fliggvényt konnyeben tudjuk derivalni, ha alkalmaz-
zuk az alabbi atalakitast:

3z — 1
F(z) = m;”iﬂ —lnBz—1)—In(@*+1) (x> 1/3),
és igy
() 3 2x

:3:6—1_1'2—1-1'

Logaritmikus derivalas

2. Feladat. Hatdrozzuk meg az aldbbi fiigguények derivadltjdat!

) =20 @, n f@= (140 @)
(x2_|_1> 75

z+1

c) flz):= (lnx) (x >1).

Megoldds. Az el6z6 feladat megjegyzésébél okulva, ha egy fiiggvény el6all pozitiv té-
nyezofiiggvények hatvanyainak szorzataként, hanyadosaként, akkor érdemes a fiiggvény
logaritmusat derivalni, hiszen egyrést a derivalasi szabalyok miatt

o)ty = r=s(n()

masrészt a fliggvény logaritmusa felirhaté a tényezofiiggvények logaritmusanak konstans
szorosanak az Osszege, kiillonbsége. Ez az otlet is alkalmazhato az f(z)9™®) alaku fiiggvények
esetén.

a) Vegyik az f fiiggvény logaritmusat!

ln(f(:z:)) :1n17+x5 =In 1—|—x—ln(x2+1)5 = ; In(l14+2x)—5 ln(:z:2—|— 1),

(22+1)
ahol z > —1. Ezt mar kénnyebben tudjuk derivalni:
() ;11 1 1 102
= (1 = —. -5 — .2 = — -1
() (In(f@)) 2 1ta 241 T2 v 2241 (v>-1)
Ezért minden = > —1 esetén

1 1o:c> \/1+—x_<2(1 10:,:).

1+2) a?+1 :(x2+1)5 l+z) a?+1

P =10 (5,




b) Vegyiik az f fliggvény logaritmusat!

X

=(1-z)(Inz+1)—lnz)  (z>0).

()= (1+8) =0 {1+ 2) <0 (22

T

Ezt mar konnyebben tudjuk szorzatként derivalni:
r , , |
f((;;)) = (n(f(®)) =1 ~2) (@@ +1) ~Inz) + (1 ~2)- ((W(z+1) ~Inz))

(—1)-(1n($+1)—lnx)+(1—;p).( 1 _1>:_1n<1+1)_$1—x

r+1 =z T (x+1)
Ezért
f'(x)

f(x)-(—ln<1+i> —%) =
e R O R B e )

c) Vegyiik az f fuggvény logaritmusat!

ln(f(x)) = ln(ln m)xﬂ =(z+1) In(lnz)
Ezt mar konnyebben tudjuk szorzatként derivalni:

['(z)

) = (1n(f(x)))l =(x+1)'In(lnz) + (z+1)- (ln(ln x))/

(x >1).

=1-ln(lnz)+ (z+1)-Wn'(lnz)-In’x = In(lnz) + (z + 1) -

Inz
Ezért

f(zx)- <ln(lnx) 4L i 1)

rinx rinx

(lnx)wrl : <ln(lnx) + :131—1— 1) (x> 1).

Inverz fiiggvény derivaltja

Emlékeztets. Az inverz fiiggvényre vonatkozé szabaly:

Tétel. Legyen I egy nyilt intervallum, és f : I — R. Tegyiik fel, hogy

a) [ szigordan monoton és folytonos az I intervallumon,

b) wvalamilyen a € I pontban f € D{a} és f'(a) # 0.

Ekkor az f=1 fiigguény derivdlhaté a b= f(a) pontban és

A differencidlhat6sagbol kovetkezik a folytonossig: feD{a} = feC{a}.
A szigorti monotonitds megallapithaté a fiiggvény derivéltjaval: Ha f € D(a,b), akkor
ha f/ >0 [illetve f'<0] (a,b)n =

f 1 [illetve |] (a,b)-n.



3. Feladat. Igazoljuk, hogy az aldbbi fiigguények invertalhatok és inverzei differencidlhatok!
Szamitsuk ki az (f=1) figguény értékét a megadott b pontban!

a) f(z) =2+2z (x€R), b:= -2,

b) f(z):=2zx+In(z*+1) (x> 0), b:=2+1n2.

Megoldds.
a) Vilagos, hogy f € D(R), és
fliz) =" +2) =32"+1>0 (v €R).

Ezért f szigorian monoton névekvo fliggvény R-en, és igy invertalhato.

f folytonos R-en, mert differencialhaté minden x € R pontban. Legyen a := —1. Ekkor

fl@=f-1)=(-1)"~-1=-2=0b é f(a)=/f(-1)=3 (1) +1=4.
Ekkor az inverz fliggvényre vonatkozé szabaly feltételei teljesiilnek, és igy

1 1 1

e A R =Tt

b) Vilagos, hogy f € D(0,400), és

, - 9 / . 2:15
() = (22 +In(2? +1)) =2+ 55 >0  (2>0)
Ezért f szigortian monoton névekvé fiiggvény (0, +o0)-en, és igy invertdlhato.

f folytonos (0, +00)-en, mert differencidlhaté minden = > 0 pontban. Legyen a := 1.

Ekkor 5.1
fla)=f(1)=2+1In2=10 ¢és f’(a):f’(l):2+12+1:3.
Ekkor az inverz fliggvényre vonatkozé szabaly feltételei teljesiilnek, és igy
/ / 1 1 1
1) @+m2)=(f") (b) = = =-.

Egyoldali pontbeli derivaltak

Emlékeztets. Legyen b,j € R — R, a € R olyan pont, hogy 36 > 0: (a — 8,a) C Dy, (a,a+ ) C Dj, és
A € R. Milyen legyenek a b és j fiiggvények ahhoz, hogy az

b(z) (xe€Dyésax<a)
flx):=q¢A (x =a)
j(@) (xeDjésx>a)
fiiggvény differencidlhaté legyen az a pontban? Ehhez sziikséges, hogy f € C{a}, és igy

I. Jlimb, dlimj és limb=A=1limj]|.
a—0 a+0 a—0 a+0

Pl. ha b balrdl, j jobbrdl folytonos a-ban és b(a) = j(a) = A, akkor I. teljestil.

Ha az 1. feltétel teljesiil, és b(a) = j(a) = A, akkor f € D{a} += ‘II. v_(a) = j! (a) ‘: I(a).
Pl. ha b € D{a} és j € D{a}, akkor a II. feltétel ekvivalens azzal, hogy b'(a) = j'(a).




4. Feladat. Allapitsuk meg, hogy differencidlhaték-e az aldbbi figguények a megadott a
pontokban!

27 (x <1)
B ) ={2 (@w=1) i
+3 (r>1),
cos’x (xﬁ%) T
c) f(x):= a=—
( {(a:’—;)Q (x>§), 2

Megoldas. Alkalmazzuk az emlékeztetében szerepld jeloléseket!
a) A:= f(0) =1n(0% + 1) = 0, illetve legyen
b(z) =2°+1 (z€R) és  j(z)=In(z*+1) (z€R).

Igaz, hogy b,j € C{0}, azonban 1 = b(0) # j(0) = 0. Ezért I. nem teljesil, azaz
f ¢ C{0}, ésigy f ¢ D{0}. Fontos megjegyezni, hogy a feladatban b, j € D(R) és

V@) =2, J(@)=-— (t€R),

azaz 11. teljestll, hiszen b, j € D{0} és 0'(0) = 0 = 5'(0), de f ¢ D{0}.
b) A =2 illetve legyen
b(r) :=2" (r€R) és  j(x)=Vr3+3 (v >0)
A derivélasi szabéalyok alapjan b € D(R), j € D(0,+0o0) és

V(z)=2m2 (zeR), j(z)= N?;iw (x> 0).

o L teljesil, hiszen b, j € C{1}, és b(1) = j(1) =2 = A.
o II. nem teljesill, hiszen b, j € D{1}, de 2In2 = b'(1) # 5'(1) = 3/4.
Ezért f ¢ D{1}.

c) A:= f(n/2) = cos*(r/2) = 0, illetve legyen
b(z) :=cos’z (r €R) és  j(z) = (x - g)Q (x € R).
A derivélasi szabélyok alapjan b, j € D(R) és
V(x) = —2coszsinz, j'(x) = 2(:U — g) (x € R).

o I teljesiil, hiszen b,j € C{n/2}, és b(n/2) = j(7/2) =0 = A.
o IL teljesiil, hiszen b, j € D{w/2} ésV/(n/2) =0 = j'(7/2).
Ezért f € D{m/2} és f'(w/2) = 0.



5. Feladat. Megadhato-e olyan a és b paraméter, hogy differencidlhatoak legyenek a kévet-
kezd fiigguények?

{I2+b (x<1) ) {sinaa:+b (z <0)

e” + 1 (x > 0).

Megoldas. A derivalasi szabalyok szerint a feladatban szerepl6 fiiggvények mindeniitt
differencialhatok a paraméterek értékeitdl fiiggetleniil, kivéve az atmeneti pontban, ahol
kiilon meg kell vizsgalni a differencidlhatésagot.

a) Legyen

ba)=2+b (z€R) és ﬂ@:% (z > 0).

A derivaldsi szabalyok alapjan b € D(R), j € D(0, +00), valamint

V(z)=2r (z€R) és ﬂ@:—% (z > 0).

Mivel f(z) =b(z) (x < 1) és f(z) =j(x) (x> 1), gy f € D{z} (z #1).
Legyen A := f(1) =a/1 = a. f € D{1} akkor és csak akkor teljesiil, ha

o I teljesiil, azaz f € C{1}. Tudjuk, hogy b,j € C{1}. Sziikséges még, hogy
b(1) = j(1) = A. Mivel b(1) = 1 + b és j(1) = a, fgy

1+b6=a.

e (1) = j(1) = A mellett II. teljesiil. Tudjuk, hogy b,5 € D{1}. Sziikséges még,
hogy b'(1) = j/(1). Mivel ¥/(1) =2 és j/(1) = —a, igy
2= —a.
A kapott egyenletrendszer megoldasa a = —2 és b = —3. Ekkor f € D(R).
b) Legyen

b(z) =sinar+b (x €R) és  j(x)=e"+z (z€R).

A derivélasi szabélyok alapjan b, j € D(R) és
b'(x) =acosax (x €R) és  j(z)=¢" 2041 (z€R).

Mivel f(z) =b(z) (x <0) és f(z) =j(x) (z > 0), igy f € D{z} (z #0).
Legyen A := f(0) =sin(0) + b =b. f € D{0} akkor és csak akkor teljesiil, ha

o I teljesil, azaz f € C{0}. Tudjuk, hogy b,j € C{0}. Sziikséges még, hogy
b(0) = j(0) = A. Mivel b(0) =b és j(0) =1, igy

b=1.

e (0) = j(0) = A mellett II. teljesiil. Tudjuk, hogy b,5 € D{0}. Sziikséges még,
hogy b'(0) = j'(0). Mivel ¥/(0) = a és j'(0) = 1, igy
a=1.

Ezért a feladat megoldasa a = 1 és b = 1. Ekkor f € D(R).



