5. gyakorlat

ELEMI FUGGVENYEK ES TELJES
FUGGVENYVIZSGALAT

Elemi fiiggvények

1. Feladat. Szdmitsuk ki az aldbbi figguényértékeket!

arc sin 5, arcsin(sin 10), arccos (—\/75) , arctgl.

Megoldas.

-1
e arcsin %I Az arcsin := (sm| [,%7%0 értelmezés szerint

arcsinz = Y <— siny ==z.
(rel-11) (vel-53))

Ezért arc Sin% =y € {—g, g} — siny=5; < y=

i 01 _om
gy arcsin ; = £.

e arcsin(sin 10): Az el6z6hoz hasonléan az adédik, hogy

arcsin(sin 10) =y € [ 5 g} <= siny = sin 10.

Emlékeztetiink arra, hogy
siny =sinz <= y—2z=2kr vagy y+z= Q2+ Dr (k,l€Z). Igy

siny =sinl0 <= y—10=2kw vagy y+10=(2l+ )7 (k,l € Z).
Mivel y € [—g,g} ezért a ™ & 3,14 kozelitést felhasznalva azt kapjuk, hogy

y =10+ 2km ¢ { 5 5} (Vk € Z). Az els6 eset tehat nem lehetséges. A maésodik

esetben y € [—5, 2} pontosan akkor teljestil, ha | = 1, azaz y = —10+ 37 (= —0.58).
Ezzel belattuk, hogy arcsin(sin 10) = —10 + 3.

e arccos <—ﬁ>3

-1
5 Az arccos := (COS| [OJO értelmezés szerint

arc Cosxr = Yy < COSYy = T.

(
Ezért arccos (—?)

oIS
[
<
I

yel0,m1] <= cosy=—

ENE

Igy arccos <—§> = ?jf.




-1
o arctgl: Az arctg := (tg| = ,r)> értelmezés szerint
- 272

arctgr = Y <~ tgy=ur,
(zer)  (ve(-53))
Ezért arctgl =y € (—g,g) = tgy= = y=7

[gy arctgl = T

2. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy

; T
arcsinx = arctg

(z € (-1,1)).

— 2

’ . 3 _ :L' —_
Megoldds. Legyen f(x) := arcsinx — arctg Vi (a: € (-1, 1))
Az elemi fiiggvények derivalhatdsagaibdl és a derivalasi szabalyokbol az kovetkezik, hogy
f € D(—1,1). Most kiszamoljuk f'(z)-et. Ha x € (—1,1), akkor

() = (aresine) = (amg 196—:52)/ N \/ﬁ I ( 11 )’ | (ﬁ) B

V1—z2
12
:1_(1_x2).\/1—x2+ﬁx2 _ 1t
V1—a? 1 —a? VI—22 1 -— 22
lgy Vo € (=1,1): f/(x) = 0. A derivaltak egyenléségére vonatkozé tételbdl kovetkezik,

hogy Jc € R, hogy f(z) = ¢ (‘v’x € (-1, 1)) Mivel f(0) = arcsin0 — arctg0 = 0, ezért
¢ = 0. A feladat allitasat tehat bebizonyitottuk.

=0.

Aszimptotak

Emlékezteto. Definicié. Legyen a € R és f : (a,+00) — R. Azt mondjuk, hogy az f figgvénynek van
aszimptotija (+oo)-ben, ha
Jl(z) = Az + B (x € R)
elséfoku fiigguény, amelyre
i (7(x) ~ () = 0.
Ekkor az y = Ax + B egyenletd egyenes az f figgvény aszimptotdja (+oo)-ben. A fiigguény (—oo)-beli
aszimptotajat is hasonlé médon értelmezziik.

Az aszimptotdk meghatirozisira a kévetkezd allitast ismertitk meg:

Tétel. Legyen a € R. Az f : (a,+00) = R figguénynek akkor és csak akkor van aszimptotdja (+00)-ben, ha
léteznek és végesek a kovetkezd hatdrértékek:

lim @::AGR és lim (f(z) — Az) = B€R.
r——+00 X r— 400
FEkkor az
l(x) =Axz+ B (r € R)

egyenes az f fligguény aszimptotdja (4+00)-ben.



3. Feladat. Van-e az aldbbi fiiggvényeknek aszimptotdja (4+00)-ben, illetve (—oo)-ben? Ha
igen, akkor hatdarozza meg az aszimptotikat.

2

f—l)z (z e R\ {1}),

a) f(z)=1"+2° (z€R), @)=

c) f(x):=xz—2arctgz (z€R).

Megoldas. Az aszimptotdk létezésére és meghatarozasara vonatkozo tételt alkalmazzuk.
A tételbol rogton kovetkezik, hogy ha létezik a fiiggvény hatarértéke a —oo-ben vagy a
+o00-ben, és ez a B szammal egyenlo, akkor y = B a fliggvény aszimptotdja a —oo-ben
vagy a +oo-ben.

a) Mivel a

4 3
lim M = lim S = lim (x3 + 1:2) = +o00,
r—too g r—+300 T r—+00

hatérértékek léteznek, de nem végesek, ezért f-nek sem (400)-ben sem (—oo)-ben nincs

aszimptotdja.
b) Mivel
lim f(z)= lim v = (—I—oo) L'Hospital - [ipm _ 2 ~ lim -~ —
r—+o00 z—+o00 (1‘ — ]_)2 +00 - x—+o0o 2(;[; — ]_) z—too p — ]
+ . 1
_ ( OO) L’Hcipltal — hm J— 1 = 37
+00 r—+oo |

azaz létezik a fiiggvény hatarértéke a —oo-ben és a +oo-ben, és mindketto a B = 1
szammal egyenlo. Tehat f-nek a —oo-ben és a +0o-ben van aszimptotaja, és ez mindkét

esetben az y = 1 egyenletii egyenes.

c¢) Eldadédson tanultuk, hogy arctg korldtos fiiggvény, és

li tog = = li T
miglmarc g$—§, x_l)IElooarC gx——§

Az arctg fuggvény korlatossdga miatt:

lim T lim w: lim (1

r—+oo z—+o00 €T r—+00

—%m“w):1—oz1:A.
X

e Mivel

lim (f(x) — Az) = lim (v —2arctgez —1-2) = -2 lim arctge = —7:= B,

T——400 T—r+00 T— 400

ezért f-nek (+o0)-ben van aszimptotdja, és ez az y = x — 7 egyenletli egyenes.

e Mivel

lim (f(x) — Az) = lim (r —2arctgz —1-2) = —2 lim arctgz =7 := By

Tr—r—00 T—r—00 T——00

ezért f-nek (—oo)-ben van aszimptotdja, és ez az y = = + 7 egyenletii egyenes.




Teljes fiiggvényvizsgalat

4. Feladat. Teljes fligguvényvizsgalat végzése utdn vdzoljuk a kévetkezd fligguény grafikonjat!

f(z) == 2* — 423 + 10 (x € R)

Megoldads.

Kezdeti vizsgdlatok. f polinomfiiggvény, ezért f € D*(R). f zérushelyei nehezen
meghatarozhatok, ezért nem fogunk eldjelvizsgélatot végezni. A fiiggvény nem paros,
paratlan vagy periodikus.

Monotonitds, lok. szélséértékek. Minden x € R esetén

f'(z) = 42® — 120% = 42*(x — 3) = 0 = r=0 vagy = =3.
r<0]0|0<z<3| 3 |2>3
= [0 - 0 | +
f L 110 . -1 1
lok. — min

Vegyiik észre, hogy 0 nem lokalis széls6értékhely, és f szigorian monoton csokkend
(—o0, 3]-n.

Konvezitds. Minden x € R esetén

f'(z) =122* — 242 = 122(z — 2) =0 — r=0 vagy x=2.

z <0 0 O<x<?2 2 T > 2
o+ 1o — 0 | +
f — 10 —~ —6 —

infl. infl.

Hatdrértékek és aszimptotdk. A hatérértékeket most a (+00)-ben és a (—oo)-ben
kell megvizsgalni.

lim f(z)= lim (ZE4—4I3+10): lim x4-<1—%+m)=+oo-1:+oo

T—+o00 T—+o00 T—+00 z#
Mivel a y
. f(o) o oxt =423 +10 f
lim ~—*= lim —mm—— =
r—+oo z—>to0 X

= lim :Jc?’-(l—%ﬁ—@)::too-l:j:oo

1
r—=+00 r

hatarértékek léteznek, de nem végesek, ezért
f-nek nincs aszimptotaja sem (+00)-ben, sem

(—o0)-ben. - _\

0 3 x
—-66+-——-—=---—--
A fliggvény grafikonja. — \\/
B e




5. Feladat. Teljes fiigguényvizsgdlat végzése utan vazoljuk a kévetkezd figguény grafikonjdt!

flz) = T to (z e R\ {~1,1})

2 —1

Megoldds.

Kezdeti vizsgdlatok. A derivalasi szabalyok alapjan f minden x # 41 pontban
akarhanyszor derivalhat6. A fiiggvény paratlan, hiszen

o =SS - S ) (reR\ (L),

MAésrészt

Elgjelvizsgalat

r<—1]|-1<2<0]|0|0<z<l|z>1
f — + 0 — +

Monotonitds, lok. szélséértékek. Minden x # £1 valds szam esetén

(Bx*4+1)(2? = 1) — (2®+2)- 20  2'—42? -1 (2*—-2)>-5

o= CE Twer @y

fla)=0 <= (*-22-5=0 <« 2°=2+5

Mivel csak 2+ /5 > 0, igy = 21 := \/2 + /5 ~ 2,058 vagy z = —x; ~ —2,058.

r<—x| -1 | n<z<-1l|-1l<z<l|l<z<z| 21 |Z>2
I + 0 - - - 0 +
f T -3,33 1 { { 3.33 0
lok. max min

Konvexitds. Minden x # +1 valds szam esetén

(42® — 8x)(2? — 1) — (2* —42? — 1) - 2(2* — 1) - 2z

" _ —
f (IE) - (.ﬁEQ . 1)4

(4 —8z)(a® — 1) — (2" —42? — 1) -4z dz(2® +3)

B (2 —1)3 (22— 1)3

fMz)y=0 <= x=0.
r<—-1|-1<z<0| 0 |O0<z<l|z>1
1 — + 0 - +
f N — 0 N —
infl.




Hatdrértékek és aszimptotdk. A hatarértékeket most a (400)-ben és a (—o0)-
ben, ill. a —1 és az 1 pontok bal és jobb oldalan kell megvizsgalni. Mivel tudjuk,
hogy a fiiggvény paratlan, igy a szamitasok leegyszertisodnek.

L’Hospital llm L’Hospital

lim f(z) = lim =

a® + (+oo> 32° +1 (+oo>

T——+00 z—+oo 2 — 1 o +00 z—+00 27 +o00
. bz (o . _ .
= xgrfoo 5 = +00, és igy x1_1>r_noof(a:) = —o0 (f paratlan).
3 3
2
lim f(z)= lim G — tim % i = - (£o00) = £o0,
z—1+0 z—1+0 (gg — 1)(3; + 1) =120 g4+ 1 2=140 7 — 1 2

és gy :]thnfio f(z) = £o0, hiszen f paratlan.

Mivel a
’ ¥ + A 322 + 1
lim M = lim ﬂ = lim Tt — < OO) L’HCiPltal lim o+ —
z—toco r—+o0 x(wQ _ 1) z—+too 3 — +00 e—+oo 372 — 1
_ (‘I‘OO) L’Ho;pital lim 671' =1 = A,
+00 z—+o0 O
és

z—doo 12 — 1 o +00

3 2 + S
lim (f(x) — Az) = lim (x +f —1- q;) = lim r ( OO) L Hospital

ezért f-nek a —oo-ben és a +oo-ben van aszimptotdja, és ez mindkét esetben az
y = x egyenletli egyenes

A fiiggvény grafikonja.




6. Feladat. Teljes fiigguényvizsgalat végzése utdn dbrdzoljuk az

f(z) = (z e R\ {-1})
fiigguény grafikonjat!

Megoldds.

Kezdeti vizsgdlatok. A derivilasi szabalyok alapjan f akdrhdnyszor differencidl-
haté minden z € R\ {—1} pontban. f-nek nincs zérushelye, mert

El6jelvizsgalat

A fiiggvény nem paros, nem paratlan és nem periodikus.
Monotonitds, lok. szélséértékek. Minden x € R\ {—1} esetén

by e(r41)—e"- 1 xe® B
fl(x) = @+ 172 _(x+1)2_0 — x=0.

A kovetkez6 tédblazat tartalmazza a derivalt fiiggvénnyel végzett elGjelvizsgalatot és
ennek kovetkezményeit.

r<—-1|-1<x<0|xz=0|z>0
I - - 0 +
f { { 1 )
lok. min

Konvexitds. Minden z € R\ {—1} esetén

(ze®) (z +1)? —ze®2(x +1)  (1-€* +ze”)(z + 1) — 2ze”

@) = (x+ 1)t N (x+1)3 N

(x4 1) —2ze”  e"(z®+1)
B (z+1)3 (x4 1)3 70

A kovetkez6 tablazat tartalmazza a masodik derivalt figgvénnyel végzett el6jelvizs-
galatot és ennek kévetkezményeit.

‘x<—1‘x>—1‘
!

f//
f

o



Hatdrértékek és aszimptotdk. A hatarértékeket a (+o00)-ben, (—oc)-ben, vala-
mint a féloldali hatarértékeket —1-ben kell megvizsgalni:

+oo: lim < - (OO> LHospital - Jim ° - +o00
z—+oo ¢ + 1 00 z—+oo ]
r 0
-0 4+1 —00
—14+0: lim = +00.

z—=—1+0 1 + 1

Aszimptotak:

—oo-ben: l_1>m f(z) = 0 miatt a fiiggvénynek —oo-ben van aszimptotdja, az aszimptota
xX —00

egyenesének egyenlete: y = 0.

+o00-ben
T e’ 00 . e’ oo\ o ) e’
llm f( ) — 11m — () L’Hcipmal llm — <> LHcipltal 11m R — +OO7
z—+o00 z—+oo 12 +x 00 z—+oo 2 4+ 1 00 z—+oo 2
igy f-nek a 4o0o-ben nem létezik aszimptotaja.
A fiiggvény grafikonja.
Y
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