6. gyakorlat

TAYLOR-POLINOMOK ES TAYLOR-SOROK

Emlékeztets. Tétel. (Linedris kézelités) Legyen f € R — R és a € Dy. Ekkor
JAeR és Je:Dy =R, lime =0:
f € D{a} — @
f(z)— fla) = A(z — a) + e(z)(z — a) (a: € Df).
Az A szam az f figgvény a € Dy pontbeli derivdltja, vagyis A = f'(a).

Az f fuggvény a pontbeli derivalhatésaga tehat azt jelenti, hogy a fiiggvény az a pont kornyezetében ,,jol”
kozelithetd linearis fliggvénnyel. Ennek a linearis fiiggvénynek a grafikonja az

y=fla)+ f'(a)(x —a)

egyenletll egyenes, ami az f fiiggvény grafikonjanak (a, f (a)) pontbeli érintdje.

Han €N, a € Dy és f € D"{a}, akkor a

f"(a)
2!

() (g (k) (g
Toof(2) = (@) + Fa)z—a) + D —ap ot B g o L@ e er)

polinomot az f fliggvény a ponthoz tartozo n-edik Taylor-polinomjdnak nevezziik.

Tétel. (Taylor-formula) Legyen n € N, és tegyiik fel, hogy f € D™*! (K(a)) Ekkor

FO(E)

Va € K(a)-hoz 3¢ a és x kozott : flx) —Thof(z) = i)

(x —a)" L.

A fenti képlet jobb oldaldn dllo fiiggvényt Lagrange-féle maradéktagnak nevezziik.
Ha a € Dy és f € D>*{a}, akkor a

M (a)
Kl

T,f(@) : = f(a) + (a)(z — a) + L

*)(q
:Zf ()(x—a)k (r €eR)

(x—a)?+-+ (x—a)f+... =

hatvanysort az f fiiggvény a ponthoz tartozé Taylor-sordnak nevezzik.

A Taylor-sor részletosszegei a fliggvény Taylor-polinomjai.

Tétel. Minden pozitiv konvergenciasugdrral rendelkezd hatvanysor dsszegfiigguénye a Taylor-sordval egyenld a

konvergenciahalmaz belsejében.

’ (.T) - (.’17 > 1) (3/8 A — 3 .

a) Milyen linedris becslést tudunk adni az f figguényre az a = 0 pont kérnyezetében?
Becsiiljik vele az A értéket, és adjunk hibabecslést!

b) Irjuk fel az f fiigguény 0 ponthoz tartozé harmadfokid Taylor-polinomjdt, és hatdrozzuk
meg, hogy a [O, %} intervallumon legfeljebb mekkora hibaval kézeliti meg a Taylor-

polinom a fiigguényt!

c) A b) pontban kapott becslés felhaszndlisdval adjunk tjabb becslést az A szdmra, és
becstiljik meg a kozelités hibdjat!



Megoldds. Vegyliik el6szor észre, hogy

A=t L _ 5 bl B;:L:f(rgo).

3 = )
V1030 1031 + 1%0 10 3/1 1 1%0

A tanult médszerekkel az érték- és hibabecslést B-re érdemes meghatarozni, hiszen 3/100
mar az a = 0 kozelében van, és majd ezekbol, tizzel elosztva, megkapjuk az A-ra vonatkozo
becsléseket.

a) Dy = (—1,400),a=0 € int Dy, f € D(—1,+00) és minden = > —1 pontban
flay=+a)7 P ff(a) = =51 +a)"

Ezért f(0) =1 és f'(0) = —1/3, amibdl a keresett linedris becslés:

1 ! _ T ‘7 _ 3 ~ %_
=~ fO+ O -0 =1-3  ésigy B =f() =1~ 12 =0,9.

A hibabecsléshez a Taylor-formulat alkalmazzuk, hiszen a linearis becslésben szerepld
elsofokt polinom megegyezik az n = 1-re vonatkozé Taylor-polinommal.
Legyen x = 3/100. A Taylor-formula szerint 3¢: 0 < £ < x = 3/100, hogy

\ _ ()
o= (1=3) =
Mivel A A
7 _ = 73 _ B
P =gan = e @)
igy ha = 3/100, akkor
_ 2\ _ O] e L 4 3\
B-0.99 = |rt0) - (1- ) [ = 5 e —z'wm'(m) -
14 3V 1.4 9
<2'93(1+0)7'(100> =279 10000 P

Ennek kovetkeztében A = B/10 ~ 0,099 és |A — 0,099] < 0,00002.
b) Az f(x) = (1+2)"'/3 (z > —1) fiiggvény akarhanyszor derivalhaté, és
f@) = =30 +2)77 @) =50 +2)7" @) =R +2)7
minden x > —1 pontban. Ezért f(0) =1, f/(0) = —1/3, f"(0) = 4/9, illetve f"(0) =
—28/27. Az f fuggvény 0 ponthoz tartozé harmadfoki Taylor-polinomja:

(0 "(0 (0 1 2 14
—I—f( >:1c—|—f ( >:172—|—f7()x3:1—7x+7m2——m3.

T30f(z) = f(0) 1 21 3! 3 9 81

A hibabecsléshez a Taylor-formulat alkalmazzuk. Legyen x € (0, 1—10} Ekkor
3¢, 0 < & < x < 1/10, hogy

O 4

f(x) = T50f(x) =



Mivel

280 280
fIE,) = (L4 &) ¥ ———— (2> 1),
81 81/(1+ &)1
igy

FW(E, 1 280

f(o)— Toof(@)| = Lo g Lo B0

4! 24 g1 (1 + &)13

1 2 I\ 1 2 1
1. 80 <) LB 0000144,
24 81 3 (1 + 0)13 10 24 81 10000

¢) Az el6z6 pontban kapott képlet alapjan

1 3 2 /3)\?2 14733 ,
S p s () 2 (2) =0,9901953,
f(mo) 03f<100) “3 709 (100) 81(100) 0,9901953

A hibabecsléshez a Taylor-formulat alkalmazzuk most az @ = 3/100 esetén. Ekkor
3¢: 0 < & <z =3/100, hogy

YO a1 280 4
T -
(@) = Tap )] = F et = g —
4 4
<1.280.(3) :1.280.<3) :§.10*8<1’2.10*7
24 81¢/(1+0)13 100 24 81 100 3

Tehét A = B/10 ~ 0,09901953 és )A —0, 09901953\ <1,2-10°8,

2. Feladat. Legyen f(z) :=In(1+z) (z > —1).

a) Hatdrozzuk meg az f(x) figguény mdsodik Toof Taylor-polinomjdt a O pontban!
b) Kozelitsik meg az In2 értékét a Toof(1) segitségével, és becsiiljiik meg a hibdt!

¢) Becstiljik meg a kézelités hibdjat f(x) ~ Tyof(z) esetén, ha v € [—1/2,0] és x € [0,2].

Megoldds.

a) El6szor meghatérozzuk a T o f polinom egyiitthatoit:

f(z) =In(1 + ) — f(0) =0,
fl(x) = 1i$ =(1+az)" — F(0) =1,
f'(a) = -1 +2)~" — £(0) = —1
Tehat
Toof(x) = f(0) + f(0)x + JMQ(O)x2 =z — ;xz (z € R).



b) Mivel In(2) =In(1+ 1) = f(1), ezért

1 1
2= f(1)~Thof(1)=1—=-1*= .
’ 2 2
A hiba becsléséhez legyen a = 0 és x = 1. A Taylor-formula szerint létezik egy 0 < £ < 1

ugy, hogy

f(x) = Thof(z) = f/;(!f):vg.
Mivel 9
@ =204 = g > -,
et G
|f(z) = Toof(x)] = 31 \x|3 ~ 6 1+ 5)3‘x’3

ahol x = 1, de ¢ értéke ismeretlen, csak annyit tudunk, hogy 0 < ¢ < x = 1. A
becsléshez megjegyezziik, hogy a fenti kifejezés csokken & fiiggvényében. Ezért

E.L‘xﬁgl. 2 .13:1.2.1:1_
6 (1+¢)3 6 (1+0)3 6 3
! )
| fw,m(w )
: In2 4+ - _
! 12 T~ ="
71T 0 ] x
¢) Az el6z6 pontban hasznélt becslést alkalmazzuk:
SO s 12 3
- T — = —
ahol x értéke 0 és o kozott van.
o Az elsé esetben —% <z <£<O0,igy
)~ Taof@)) < b |2 =
x) — x — - ==l ==
20 =6 (1-1)® | 2l 3
o A masodik esetben 0 < £ < x < 2, igy
1 2 3 8
- T < - 217 = =



3.

Feladat. Az f(z) = e* fiiggvény a = 0 ponthoz tartozo negyedfoki Taylor polinomja

segitségével adjunk becslést a /e értékére és adjunk hibakorldtot! A becslések kiszamitdsakor
kizarolag a négy alapmiiveletet szabad haszndlni.

Megoldds. Az exp fluggvényt egy 0 kozéppontt hatvanysor Osszegfiiggvényeként értel-
meztiik, ezért ennek részletosszegei az exp fiiggvény 0 ponthoz tartozé Taylor-polinomjai.
Ezért az f(x) = e* fuggvény a = 0 ponthoz tartozé negyedfoki Taylor polinomja

1‘2 1‘3 1'4
T =1 St
4’0f($) +x+ 9 + 6 + 247

amelynek értéke az x = 1/2 pontban 1,6484375. Ezért \/e = e'/2 ~ Ty of(1/2) = 1,6484375.

A hibabecsléshez a Taylor-formulat alkalmazzuk. Legyen x = 1/2. Ekkor igaz, hogy
3¢:0< & <ax=1/2, hogy

f(5)(5) 5 et s

f(x) = Tyof(x) = o=
I f(z) = Tyof () _c |lz]® < 2 <1>5—0 00052084
&y VTR = mr TS g \g) T ’

hiszen ef < e'/? < 412 = /4 = 2. A hibakorlat tehat 0,00052084.

Emlékeztets. Egy f fiiggvény a-hoz tartozé Taylor-sordnak a felirdsahoz kétféle médon jarhatunk el.

a)

4.

A definicié értelmében meghatarozzuk a fliggvény dsszes magasabb rendil derivaltjit az a pontban, azaz
minden n € N szamra az f(")(a) fiiggvényértékeket. Ezek meghatérozasa dltaldban nem egyszerti feladat,
de néhany esetben ki lehet kovetkeztetni az elsé néhdny derivalas utan. FEzzel fel tudjuk irni a keresett
Taylor-sort, de még meg kell hatarozni a konvergenciahalmazat, illetve megvizsgalni milyen pontokban
allitja el6 a figgvényt.

Egy ismert fiiggvény hatvanysoros elééallitasabdl kiindulva helyettesitéssel, tagonkénti derivalassal vagy
egyéb moédon megkapjuk a fliggvény hatvanysorba fejtését egy K (a) kornyezetben, amirél azt tanultuk,
hogy a fiiggvény Taylor-sora lesz. Ezzel rogton kapunk egy konvergenciahalmazt, ahol a Taylor-sor el64l-
litja a fliggvényt.

Feladat. Milyen x € R pontban konvergens az

41z =14+22+32" +42> + - +na"' +- -

n=0

hatvanysor, és mi az dsszeqfiigguénye?

Megoldds. A hatvanysor konvergenciahalmaza a (—1,1) intervallum, hiszen a Cauchy—
Hadamard-tétel szerint a konvergenciasugara

1
R = =1,
lim {/|n+ 1]

n—-+o0o

kozéppontja a = 0, illetve az x = +1 pontokban divergens, mert ekkor a kapott sorok
altalanos tagja nem tart nulldhoz.

Az 0sszegfiiggvény meghatarozasahoz vegyiik észre, hogy a > 2™ sor konvergenciahalmaza

n=1



szintén a (—1,1) intervallum, és

+00 /
(Zm") = ($+x2+w3+---+x”+---)/ = 14+20+32* +- - +na" 4. (m € (—1,1)).
n=1

Legyen
+00 +oo
f(@)=> (n+1)z" & g(z):=> a" (x € (—1, 1))
n=0 n=1
Ekkor a mértani sor 0sszegére vonatkozo képlet alapjan
“+oo +0o0 L “+o0o 1 T
— n — n— — n — . — E _17 1 3
g(x) nz::lx xnz::lx :Enz::ox A e . (m ( ))
és igy
, z \ 1-(1—-z)—a-(-1) 1
o) =t = (125) (1) i—ap (FECLD)
Belattuk tehat azt, hogy
1
1+20+32° +42° + - +na" 14 = —— ha z € (—1,1).
(1—x)?

5. Feladat. Adjuk meg az k a
f(z) :=sin’z (x € R)
fiigguény O pont kérili Taylor-sordt! Milyen intervallumon dllitja el a Taylor-sor a fiigg-
vényt?
Megoldds. FElészor a tanult trigonometrikus azonossdgokkal fogjuk a sin?z fiiggvényt
ylinearizalni”. Ha egymasbol kivonjuk a
cos’x +sin’x =1 és cos® x — sin® x = cos 2z

azonossagokat, akkor azt kapjuk, hogy

1-— 2
2sin’z = 1 — cos 2 — Sinzgj:#
A cos fiiggvény értelmezési szerint:
+o00 x2n
cosx = -1)" € R).
x 7;0( ) o) (z € R)

Ebbdl azonnal felirhatjuk a cos 2z fliggvény 0 pont koriili Taylor-sorat, amely a teljes R-en
allitja el6 a fiiggvényt:

2n

400 (21,)271 +oo 2n T
(2n)!

cos 2 = 3 (=1 = Do (<14 én)! =1+ 3 (-

(x € R).



Ezért a keresett Taylor sor:

9 1

sin I:*—§-COSQ$:

N}

x2n

-¥

1 (2n)!

400 2(_4)n71




