8. gyakorlat

INTEGRALSZAMITAS 2.

Racionalis tortfiiggvények integralasa

Raciondlis tortfiiggvénynek nevezziik két polinom hinyadosét, azaz a £ alaku fiiggvénye-
ket, ahol P és () # 0 algebrai polinomok. Azt is feltessziik, hogy P-nek és ()-nak nincsenek
kozos gyokeik. Mivel minden racionalis tortfiiggvény folytonos, igy van primitiv fliggvénye bar-
mely olyan nyilt intervallumon, ahol a fliggvény értelmezett. Latni fogjuk, hogy ,legalabb is
elvben” ki lehet szamitani ezeket a primitiv fiiggvényeket.

Mar az eloz6 gyakorlaton elemi fogasokkal és az elsé helyettesitési szabdly alkalmazasaval ki
tudtunk integralni néhany raciondlis tortfiiggvényt. Ezek a mddszerek gyors eredményhez ve-
zettek, és ha észrevessziik, hogy a feladatunk ilyen moédon oldhaté meg, akkor célszerii ezt az
utat valasztani. Példaul az
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integralnak ez a legegyszeriibb kiszamitasi modja. De ha ezt nem vessziik észre vagy olyan a
feladat, hogy nem tudjuk rogton alkalmazni az elemi modszereket, akkor megnyugtato, hogy
van egy tobb 1épésbdl allo eljaras, ami sokszor hosszadalmas, de nagyobb triikkok nélkiil a
megoldashoz vezethet.

Az eljaras alappillérei néhany elemi tort, amit nagyobb nehézségek nélkil tudunk integralni,
bar egyikiik kiszamitasa elég hosszadalmas.

Alaptipusok (elemi tortek)

1. alaptipus: Legyenck a,b € R, a # 0 és n € N* adott szamok, illetve I := ( 00, —5) vagy
1= (—g, —1—00). Tekintsiik a kévetkezo hatarozatlan integralt:

/(1ndsc (x €1).
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Linearis helyettesitéssel rogton igazolhatd, hogy
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2. alaptipus: Legyenek a,b,c € R, a # 0 adott szdmok, és I olyan nyilt intervallum, amire
ax® 4 bx + ¢ > 0 vagy ax? + bx + ¢ < 0 teljesiil, ha x € I. Tekintsiik a kévetkezd hatdrozatlan

integralt:
2ax + b
- d I).
/am2+bx—|—c v (wel)

Itt az integrandus £ 7 alaku ezért

2 b
/mdx:ln\ax2+bx+c|+0 (xel).
ar? + bx + ¢

Példa:

2
/Tfl dr =In(z? — 1)+ ¢ ha x € (—o0,—1) vagy x € (1,400),

2
/ xldlen(l—lj)—i-c ha z € (—1,1).
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3. alaptipus: Legyenek a,b,c € R, a > 0 olyan szdmok, amelyekre b*> — 4ac < 0 teljesiil.
Tekintsiik a kovetkezd hatarozatlan integralt:

1
—Fdx x € R).
/ azx? +bxr +c ( )

A nevezoben 1évo masodfokt polinomnak nincs valdés gyoke, hiszen diszkrimindnsa negativ a
b? — dac < 0 feltétel miatt. Az integrandus tehat valéban értelmezhetd az egész R-en. Teljes
nézetre valé alakitdssal az? + bxr + ¢ = a(z + «)? + 3, ahol a € R és 8 > 0, mert a mdsodfokd

polinomnak nincs valos gyoke. Ekkor linearis helyettesitéssel:
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Példa: Ha x € R, akkor
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4. alaptipus: Legyenek A, B, a,b,c € R, a # 0 olyan szdmok, amelyekre b? — 4ac < 0 teljesiil.
Tekintsiik a kovetkezd hatarozatlan integralt:

/ Ax + B

i @ER)

Ebben az esetben célszerli olyan v és § szamokat keresni, amivel a szamlalot felirjuk
Az + B =~(2ax +b)+ 6 (z € R).

alakban. Ezzel a keresett integralt fel tudjuk irni két integral linearis kombinacidjaként, ahol
az egyik integral a 2. alaptipusbdl és a masik integral a 3. alaptipusbdl valé.
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5. alaptipus: Legyenek A B a,b,c € R, a # 0, és 1 < n € N olyan szamok, amelyekre
b? — 4ac < 0 teljesiil. Tekintsiik a kovetkezd hatdrozatlan integralt:

/( At B eRw)

ax? + bx + )"

Az ilyen integralok kiszamitdsa a kovetkezo rekurziv formulaban alapszanak, amely teljes in-
dukciéval, parcidlis integralassal igazolhato:

1 T 2n —
/(x2+1)n dr = 2(n — 1)(2% + 1)1 2n—2/ x2—|—1 (z e R).

A fenti formula alkalmazésa nagyon sok szamitassal jar, ezért nem fogunk olyan feladatokat
megoldani, amelyek ilyen alaptipusu integralokhoz vezetnek.

Az dltaldnos eset (a parcidlis tortekre bontds maodszere)

Tetszoleges g racionalis tortfiiggvény integralasat az teszi lehetové, hogy minden ilyen tort
felirhato egy polinomnak és elemi torteknek (az un. parcidlis torteknek) az dsszegeként.

Az eljaras egyes lépései a kovetkezok:

A polinom ,levdlasztdsa” (maradékos osztds).

Legyenek P és QQ £ 0 polinomok. Ekkor egyértelmiien léteznek olyan T és P* polinomok, hogy
a P* polinom fokszdma kisebb, mint a () polinom fokszdma, és

P(z) P*(x)
Q(x) Q(x)

A felbontast polinomosztissal, de néhdny esetben egyszerii atalakitasokkal kaphatjuk meg.
Példaul

2ot 4+t +2r+1 22422 +224+1  2z(2P4+1)+27+1 41
3+ 1 x3 41 3+ 1 3+ 1

2. lépés.| A nevezd szorzatra bontdsa.

A nevezében levé @) polinomot (ameddig csak lehet) valds egyiitthatés polinomok szorzatara
bontjuk. Példaul:

Q(r) =2" =5z +4=(z—1)(z — 4),

Qz)=2—1=(z—-D(2* +z+1),

Q(z) = 2° +62° + 120+ 8 = (z + 2)%,

Qe) =a' —1= (1) =12 = (22 = (a? + 1) = (x — D(x + 1> + 1),
Qr)=a*+1=2"+222+1-222 = (22 4+ 1) — (V22)* = (2* = V22 + 1) (2> + V22 + 1).

Figyeljiikk meg, hogy a felbontasban elséfokt tényezdk, illetve olyan mésodfoki tényezok sze-
repelnek, amelyeknek nincsenek valos gyokei. Ez altalanosan is igaz. Bebizonyithato, hogy
minden ) valos egytitthatés polinom felirhatd valos egytitthatos elsé- és masodfoki tényezok
szorzataként, ahol a masodfoku tényezoknek mar nincsenek valds gyokeik.



Ez a lépés a mddszer legkényesebb része, hiszen ilyen szorzatrabontas altalanosan ,,csak elvben”
létezik. Ti. ilyen felbontasbdl konnyedén megkapjuk a polinom valés és komplex gyokeit, azon-
ban tudjuk, hogy az 6t vagy anndl nagyobb fokszamu polinomok gyokeinek meghatarozasara
nincs megolddképlet.

3. lépés.| Elemi tortek 6sszegére bontdsdnak a maddszere.

Itt mar csak olyan g alaku torteket tekintiink, amelyeknél a szamlalé fokszama kisebb,
mint a nevez6 fokszama, és sikerilt QQ szorzatrabontdsdt elvégezni, azaz til vagyunk
az elsé két 1épésen. Az ilyen tortek a nevezotol fiiggden elemi tortek Osszegére bonthatok. A
felbontast hatdrozatlan egyiitthatokkal keressiik. Példaul:

1 . Al 1 A2 ZL’2+3 . A1 +Bl.T+Cl
(z—1D(x—4) -1 z-4 (z—D2+2+1) -1 22+2+1
z+1 - Al I AQ I Ag .1’3 _B1$C+Cl B2:E+C2
(z—2)3 -2 (r-22 (z-2)% (z24+1)2 22+1 (22 4+ 1)2’

422 — 8z Ay A, Bix+Cy Byxr+ O,

12 +12 1-1 @12 211 @11
Figyeljik meg, hogy az els6foku tényezok esetén a szamlaloban egy dllandot, a masodfoku
tényezOk esetén pedig a szamlaloban egy elsdfoki polinomot kell venni. Azt is vegyiik észre,
hogy ha a nevezdben az elséfoktl tényezd egynél nagyobb kitevével szerepel, akkor minden
alacsonyabb kitevGji tagot is ,be kell venniink”. Ugyanez a helyzet a masodfoki tényezok
esetében is.

Az A;, B;, C; egylitthatok meghatarozasakor a kovetkezd modon jarunk el: a jobb oldalon
hozzunk ko6zos nevezore, és ekkor az igy adodé tort szamlaloja egyenld a bal oldalon levé tort
szamldlojaval minden = € R esetén (még olyan pontokban is, ahol a nevezd nulla, hiszen a
szamlaléban 1évé polinomok folytonos fliggvények). Ekkor kétféle médon tudunk folytatni:

a) a jobb oldali tort szamlal6jat x hatvanyai szerint rendezziik. Két polinom akkor és csak
akkor egyenld, ha a megfelel6 egyiitthatéi megegyeznek. A két oldal szamlalojaban az
egyiitthatok egyenloségébol a hatdrozatlan egytitthatékra egy linearis egyenletrendszert
kapunk. Ennek megoldasai a keresett A;, B;, C; egyutthatok.

b) alkalmas x értékeket behelyettesitiink a két tort szamlélojaban, amelyekrél tudunk, hogy
egyenloek minden x € R esetén. Ezzel egyszerti egyenleteket kapunk, amelynek megolda-
sai szintén a keresett A;, B;, C; egyutthatok.

1. Feladat. Szdmitsuk ki az alabbi hatdrozatlan integralokat!

a) /(x—Ql dz (x6(2,4)>, b) /ﬂdx (xe(—1,+oo)),

)z —4) z2+2x+1
B +a?—1+3 z 43
C) / 22— 1 dx (LL' S (—1,1)), d) /mdiﬁ (l’ S R),



Megoldds. A parcialis tortekre bontas modszert fogjuk alkalmazni.

a) A szamlal fokszama kisebb, mint a nevezé fokszdma, tovabbé a nevezd elséfoku ténye-
z6k szorzata. A parcialis tortekre bontas alapjan kozos nevezore hozassal
1 A B A(x —4)+ B(r —2)

(x—2)(x—4):x—2+x—4_ (x —2)(z —4)

A bal és a jobb oldali tort szamlaloja megegyezik. Emlitettiik, hogy az A és B szamokat
kétféle moédon szamithatjuk ki:

i) a jobb oldali tort szamlalojat x hatvanyai szerint rendezés utén, a két szamlald
egyenlséghdl
1=(A+B)x—4A—-2B (r € R).

Két polinom pontosan akkor egyenld, ha a megfelel6 egyiitthatéik megegyeznek,
azaz

és B=1

— 2A=1 = A=- 5

A+B=0 \
—4A—-2B =1 2

ii) a két szamlal6 egyenléséghbél
1=A(x —4)+ B(x —2) (x € R).

Haxz =2 akkor 1=A4-(-2)+B-0 = A=-1/2.
Haz =4, akkor 1=A4-0+B-2 = B=1/2

Kovetkezésképpen

1 LR SN
(r—2)(z—4) 2 -2 2 x—4

Igy, ha 2 < x < 4, akkor

1 1 1 1 1
/(a:—2)(:1:—4)d$__Q/x—de+2/x—4d$_

1 1 1 1
:—§ln|x—2|+§ln|x—4|—{—c:—§1n(9§—2)+§ln(4—x)+c:

1. 44—z 4—x
-(ln(4—m)—ln(m—2))—§1n$_2—|—0—1n p—

+ c.
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b) Vegyiik észre, hogy 2% + 2z + 1 = (x + 1)%. A parcidlis tortekre bontdst utan

3z —5 3z —5 A B Alz+1)+B

x2—|—2x+1:(x+1)2_:p+1 (x+1)2 2242241

A bal és jobb oldali tort szamlaléja megegyezik minden z € R esetén. Ekkor
Ha z = -1, akkor3-(-1)-5=A4-0+B = B=-8.
Haz=0,akkor3-0—-5=4-1+B — -5=A-8 = A=3.
Ezért, ha x > —1, akkor

/de:/< 5 s )dszln(x+1)+8+c.

x?+2x+1 41  (z+1)? r+1




c)

A szamlal6 fokszama most nagyobb, mint a nevez6 fokszama, ezért el6szor maradékos
osztast kell végezniink:

x3+x2—x+3_$($2—1)+($2_1>+4_
(*) 2 —1 - 2 -1 2 —1°

A fennmaradé tortet parcidlis tortekre bontjuk:

4 4 4 B Alz+1)+ Bz —1)
xz—l_(:c—l)(a:+1)_:z:—1+x+1_ (x —1)(z+1)

A bal és jobb oldali tort szamlaloja megegyezik minden = € R esetén.
Hax =1 akkor4d=A4-24+B-0 = A=2.
Haz=—-1,akkor4=A-0+B-(-2) = B=-2.

Ezért

4 2 2

() 2—1 z-1 z+1

(%) és (xx) alapjan azt kapjuk, hogy ha —1 < x < 1, akkor

w4+ —x+3 2 2
/ dxz/( _ )dx:
2 —1 z—1 z+1

2 2 1— 2\2
:S;+a:+21n(1—x)—21n($+1)—|—c:562—i—a:+ln(x+f> +c.

Ez a feladat az elméleti 6sszefoglaléban szereplo 4. alaptipushoz tartozik, azaz a szamla-
16 elséfok, a nevez6 pedig méasodfoki polinom, és az utébbinak nincs valds gyoke (ui. a
2?2 — 4 - 3 diszkrimindnsa negativ). Azt tanultuk, hogy ilyenkor a szdmlal6t érdemes
felirni a nevezd derivaltja és az 1 konstans linearis kombinédciéjaként, azaz

r+3=v2x+2)+0 (x € R).

Hax=—-1,akkor2=~v-0+0 = od=2.
Haz=0,akkor3=v-24+6 = 3=7-24+2 = ~y=1/2.
Ezért

/ z+3 / 2+ 2 +2/ 1 d (z €R)
_ — dx x .
x2—|—2x+3 ) 224+ 22+ 3 224+ 2z+3

Az els6 integral a 2. alaptipushoz tartozik

2x + 2 I 9
—d =t =1 2 3 € R).
/x2+2x+3 r = (f 1pus> n(z” +2x + 3) + ¢ (x )

A masodik integrdl a 3. alaptipushoz tartozik. Itt az integrandust teljes négyzetté

alakitdssal az [ ; +1x2 dzx alapintegralra vezetjik vissza. Ha z € R, akkor
1 1 V2 z+1
- = / - / =Y arctg = te
/x2+2x+3 ‘ (x+1)2 T2 1+ % g ArCe V2 e
Osszefoglalva,

+ 3 1 +1



e) A szamlél6 fokszama kisebb, mint a nevez6 fokszama, és a nevezé mar nem bonthaté
tovabb valés egytitthatés polinomok szorzatara. A parcidlis tortekre bontassal és kozos
nevezére hozassal és atrendezéssel

1 _é+BI+C’_(A—|—B)x2+CI+4A
v(z2+4) o 22+4 z(z? 4+ 4)

Az egyiitthatok egyenl6ségébdl azt kapjuk, hogy C' =0, A =1/4 és A+ B = 0, azaz
B = —1/4. Ezért, ha = > 0, akkor

/(:1:2—|—4 4/ :1:2—{—4 / de = 8/x2+4

12
——+c
2+ 4

1 1
zzlnx—gln(x2+4)+c:ln Y



