9. gyakorlat

INTEGRALSZAMITAS 3.

Racionalis tortfiiggvények integralasara vonatkozé helyettesitések

Emlékeztetd.

Tétel. (A masodik helyettesitési szabdly) Legyenek I,J C R nyilt intervallumok. Tegyik fel, hogy
f:I >R g:J =1 Rg=1,9g€ D), ¢ >0Jn (vagy g <0 J-n) ésaz(fog)-¢g :J =R
figguénynek van primitiv fligguénye. Ekkor az f fiigguénynek is van primitiv fliigguénye és

[t@dar = [ram)-goal - @en.
s=g(t) t=g~(a)

A miésodik helyettesitési szabdlyt a kovetkezé médon szoktuk alkalmazni. Tegyiik fel, hogy egy [ f(z)dx
hatarozatlan integralt szeretnénk kiszamitani. Egy alkalmas, a szabaly feltételeit teljesitd g fiiggvénnyel a ,régi”
x valtozé helyett vezessiik be az x = g(t) egyenl6ségbdl adédé t = g~ 1(x) ,4j” valtozét. Ezzel az x valtozdt
t-re helyettesitjik az f fliggvényben és ezt ,megszorozzuk” ¢'(t) dt-vel. Az igy kapott integralt kiszdmitjuk (ha

tudjuk) és utdna a t valtozét x-re visszahelyettesitjiik.

T6bb olyan integrandus-tipus van, amelyeket alkalmas helyettesitésekkel racionalis tortfiiggvé-
nyek integralasara vezethetiink vissza. Itt ezek koziil csak kettot ismertetiink.

1. tipus: [R(€e”) dx alaki integrdlok, ahol R(u) egyvaltozds raciondlis tortfiiggvény.

Ebben az esetben a

t=1¢"

helyettesités lesz célravezetd. Tegyiik fel ugyanis, hogy I C R egy olyan nyilt intervallum,
amelyben R nevezdjének nincs valos gyoke. Ekkor az integrandus folytonos, ezért van primitiv
fiiggvénye. Tekintsiik tehat a t = e* (z € I) helyettesitést, azaz legyen

r=1Int=:g(t)

a helyettesito figgvény. Mivel o € I, ezért R, = I, igy D, az I intervallum In fiiggvény éltal
létesitett Osképe:
D, =In"'[I] = J

Ekkor J C R is egy nyilt intervallum, ami a konkrét feladatokban egyszerien meghatarozhaté
(meg is kell hatarozni!). A g figgvény derivalhat6 J-n és
1
g'(t)z;>0, ha t € J,
ezért g szigorian monoton névekvé J-n, kovetkezésképpen invertalhaté és
g Hz)=€"=t (x el).

A masodik helyettesitési szabdly alapjan
1
/Roexp:/R(ex)d:L‘ = t/R(t) St (te ).

Vilagos, hogy R(t)/t (t € J) is racionalis tortfuggvény, ezért az integraljat az el6zé gyakorlaton
tanult modszerekkel torténhet.



cx+d
vény. Ezen azt értjik, hogy R(u,v) az u és v valtozokbol, valamint konstansokbdl allithaté eld
a négy alapmiivelet segitségével. Konnyen lathato, hogy ez pontosan akkor all, ha

2. tipus: [R (az, ‘”EH’) dx alaki integrdlok, ahol R(u,v) kétvaltozds raciondlis tortfige-

n o
i=0 2o j=0 QiU
n n bny]
i=0 2 j=o biju'v?

R(u,v) =

ahol n > 0 egész és a;j;, bj; adott valés szamok.

A feladatokban mindig olyan [ intervallumokat fogunk megadni, amelyeken az integrandus
folytonos. Ekkor a gyokos kifejezést egy 1j valtozdval helyettesitve racionalis tortfiiggvény
integralasara jutunk. Legyen tehat

JJar+0b
cx +d

az ,0j” valtozd. A g helyettesito fiiggvényt tgy kapjuk meg, hogy ebbdl az egyenletbdl z-et
kifejezziik:

b dt"™ — b
WP = atb=dhrtdt = g(t) —a—
cr+d

n _

a—cth’

Itt x € I, igy Ry = I. A g fiiggvény értelmezési tartomanya egy J nyilt intervallum. Konkrét
esetekben ez egyszeriien meghatarozhaté (meg is kell hatdrozni!). Vilagos, hogy ¢ derivalhaté
és ¢’ (egyvéltozds) raciondlis tortfiiggvény. Ellendrizniink kell azt is, hogy ¢ invertélhaté (az
adott feladatokban ez mindig igaz lesz). A mésodik helyettesitési szabaly alapjan

/R( a“’*;) da:z/R(g(t),t)-g’(t)dt (te.J).

Az integrandus tehat (egyvaltozds) racionalis tortfiiggvény. Ennek az integralja az el6zé gya-
korlaton tanult médszerekkel torténhet.

1. Feladat. Szamitsuk ki az alabbi hatdrozatlan integrdlokat!

3x

a) / 6+2dx (z € R), /xQ 3x+ —l—oo))

6113

Megoldds.
a) Alkalmazzuk a t = e helyettesitést. Ekkor
x=Int =: g(t).
Mivel z € R, ezért R, = R, kévetkezésképpen D, = (0, +00). A g fiiggvény derivalhato,
és
1
/ ——
gt)=->0 (t € (0, +00))

alapjan g szigorian monoton névekvo, kovetkezésképpen invertalhatd és

g Hz)=¢€"=t (x € R).



A masodik helyettesitési szabalyt alkalmazva azt kapjuk, hogy

3z B8 2 2
/e P B A d/t4+4dt_
et + 2 t+2 t t+2 t+ 2
(t+2)(t—2) 4 1
_ dt:/t—Q dt 4/—dt:
/( t+2 +t+2> (t=2)di+4 [ s

2x

t2
:5—2t+4ln(t—|—2)+c :%—26”+4ln(e’”+2)+c (x € R).

t=e®

b) Alkalmazzuk a
T+ 1
x

t =

helyettesitést. Ebbol az egyenletbdl x-et kifejezve azt kapjuk, hogy

1 1 1 1
x x T 3 —1

Ha 2z € (0, +00), akkor ¢ € (1,400). A g helyettesité fliggvény tehét

o(t) = t31—1 —z (te(1,+0)).

Mivel g derivalhaté és

1
Jt)=———5-3t<0, hat>1,
(#-1)

ezért g szigorian monoton csokkend, kovetkezésképpen invertalhato, és

SJr+1 ($

g (@) =t == € (0, +00)).

A masodik helyettesitési szabaly alapjan azt kapjuk, hogy

1 1 1 —3t?
/2-3x+ de = | 't at =3 [ ¢t =
i T

1 2 3 2
-1
aor) Y
3.4 35/ +1\*
=7 +Ct:317+1:_1 ( . ) +c (xe(0,+oo)).

Megjegyzés. A b) feladatot a kovetkezOképpen is megoldhatjuk:

1 3 71y
[ = [ L ta == [ (14 1) () = e -
T €T T T

<1+ >4/3 34 /x+1
:_ﬁqtc: - < )+c (z € (0,+00)).




A Newton—Leibniz-formula

Emlékeztets. Tétel. (Newton—Leibniz-formula) Tegyiik fel, hogy
o f€Ra,b| és
o az f figguénynek van primitiv figgvénye az |a,b] intervallumon.

FEkkor

b
/ f(x) dz = F(b) — F(a) = [F(x)]",

ahol F az f fiigguény egy primitiv fiigguénye.

2. Feladat. Szamitsuk ki az

66
1
dx
“ T —Jr—2—2

hatdrozott integrdlt!

Megoldds. El6szor az integrandus primitiv fliggvényeit hatarozzuk meg. A t = /o — 2
helyettesitést alkalmazzuk:

t=vVr—2 (10<z<66) = z=t+2=g(t) 2<t<4) =
= Jt)=3">0 2<t<4) = g1 (2,4-en = Fg .

A masodik helyettesitési szabaly alapjan, ha 10 < z < 66, akkor
1 1 3 2t
dz/—————~%ﬁ:f/24fﬁ:' tpus) —
/x—\3/.9:—2—2 T By —t—2 2 ) -1 (f'/f tipus)
3
-In <t2 )

h _9)2/3 _
=3 In ((x 2) 1) +c.
A Newton-Leibniz-formula alkalmazva azt kapjuk, hogy:

BJ\CO

=Yx—2

66
1 3 66
f d z-[l —22/3—1] =
1{95—{’/1’—2—2 v 2 n((a: ) )10
2/3 _ 2/3 3 3
64 m@ —Q §(mw m@:§¢m.

A hatarozott integral alkalmazasai

1. Sikidom teriilete

Emlékezteto. Két f,g: [a,b] — R korldtos és Riemann-integralhaté fiiggvény esetében, ha g(x) < f(x)
minden z € [a, b] esetén, akkor a fliggvények az © = a és x = b egyenesekkel &ltal kozrezart

B={(z,y) eR? |a<z<b, g(z) <y < f(z)}

sikidom teriiletét a
1(8) = [ (7(2) - glw)) do

hatarozott integrallal értelmezziik.



3. Feladat. Szdmoljuk ki az y = x — 1 egyenletil eqyenes és az y*> = 2z + 6 egyenletd
parabola dltal kézrezdrt korlatos sikidom teriletét!

Megoldas. Készitsiink abrat!

A két gorbe altal kozrezart sikidom meg-
hatarozasdhoz eloszor meg kell keresniink
a metszéspontjukat. Ehhez meg kell olda-
nunk az

v =22 +6

=z—1

egyenletrendszert. Ez olyan x értékekre tel-
jesiil, amelyekre (x — 1) = 2z + 6, azaz
2? — 42 — 5 = 0. Ennek két megoldésa van:
r=—1ésx=05>.

Az y? = 2246 olyan paraboldnak egyenlete,

amely szimmetriatengelye megegyezik az x tengellyel, és cstcsa a (—3,0) koordinataju

pontban van. A felsé paraboladg egyenlete y = v/2z + 6, mig az als6 paraboladg egyenlete
—v/2x + 6. Lathato tehat, hogy a keresett sikidomot nem csak két fliggvény fogja

meghatarozni, ezért ezt darabolni fogjuk az aldbbiak szerint

Blz{(x,y)eRP\ ~3<2< -1, —V2r+6<y <2 +6},
Bzz{(x,y)eRQ‘ — 1<z <5, x—1§y§\/2x+6}.

Az el6z6 két sikidom teriiletét mar ki tudjuk szamitani integrélszamitassal:

-1

T(B)) = /(\/2:1: +6 — (=2 + 6)) dx =2 / V2r +6dr =2 /(2:c +6)2dx =

e

/ V21 +6 — ( x—l))d /((2x—|—6)1/2—:1c—|—1>da::

-1

g(f Vi) =

-3

5 5
(22 +6)3/2 22 1 x?
S = | Z/(22 +6)3 — — =
[ 3722 2—1—1:_1 3 (2x + 6) 2+x_1

1 95 | | 38
N 1 43——1):.
<3 6 -3 +5> (3\/_ 5 3

Az el6z6 két teriilet Osszege adja az egyenes és a parabola altal kozrezart sikidom teriiletét:

T(B,) + T(Bs) = 18.

Megjegyzés. Az el6z6 szamitasok jelentésen lerovidiilnek, ha az x és y valtozok szerepét
felcseréljiik.



Fejezzik ki az x valtozét y-bdl mindkét egyenletben. Az igy kapott

2

Y
r=y+1, x 2
egyenletrendszernek csak y = —2 és y = 4 esetén lesz megoldasa. Ezzel a széban forgd

sikidomot két fiiggvénnyel tudjuk meghatarozni az alabbi szerint

2
Bz{(az,y)eR2! —2<y <4, y2—3§x§y+1}.
Igy ennek teriilete

4 2 2

T(B)=/<(y+1>— (%—3)> dy:_/2<_l/2+y+4> dy = l‘%*%”y]::

-2

2. Sikbeli gorbe ivhossza

Emlékezteto. Tétel. Legyen a,b € R a < b és tegyiik fel, hogy f € C'[a,b]. Ekkor az f fiigguény

Iy:= {(x,f(x)) ‘ T € [a,b]}

grafikonjanak van tvhossza, €s az eqyenld az alabbi hatdrozott integrallal:

b

((Ty) :/ 1+ [f’(x)]2da:.

4. Feladat. Hatdarozzuk meg az

fiigguény grafikonjinak a hosszdat!

Megoldas. A megadott [ fliggvény grafikonja a kovetkezo abran lathato.
Az f(x) = 2= fiiggvény differencialhaté, és de- y
rivaltja

fl@)=(@-1)"V?=Vz—1

folytonos a [2,5] intervallumon. Ezért létezik a ke-
resett ivhossz, amelynek mértéke
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3. Forgdstest térfogata

Emlékezteto. Legyen 0 < f € Rla,b]. Ekkor f grafikonjanak az = tengely koriili megforgatésaval ad6dé
Api={(z,y,2) €R® |a<a <b, ¥+ 2> < f2(2)}

forgastestnek van térfogata, és az egyenlo a

V=7T/f2(1')dl‘

a

integrallal.

5. Feladat. Szamitsuk ki az
f(z) :=sinx (.T € [0,7‘(’])

fiigguény grafikonjinak az x-tengely korili megforgatdsdval adodo forgdstest térfogatdat!

Megoldds. Az abran lathato forgastest térfogatat keressiik.

':;', ,;,v'“‘
,"'."‘H!

(il

Az f(x) = sinzx fiiggvény folytonos, ezért Riemann-integralhaté a [0, 7] intervallumom.
Ekkor a forgastestnek van térfogata, amelynek mértéke

b T

r 1 —cos2 in 227"
V:W/fz(x)dx:w/siandmzﬂ/—COS xdxzz[x—sm ﬂ =
/ / 2 2 2 lo

(e oz )) -7




