11. gyakorlat

TOBBVALTOZOS ANALIZIS 2.

R2 — R fiiggvények totalis derivaltja
Emlékeztets. Az f € R? — R fiiggvény totdlisan derivdlhato az a € int Dy pontban (jelben: f € D{a}),

ha
JA € R i @t — fla) = ARl _
- h=0 [|A]]

Ekkor f'(a) := A az f fliggvény derivdltmdtriza az a pontban.

0.

Ha f € D{a}, akkor az f’(a) derivaltmétrix egyértelmiien meghatarozott.
Tétel. (A derivaltmatrix eldallitasa) Legyen f € R? — R egy fiigguény és a € int Dy. Ha f € D{a}, akkor
301 f(a), 302f(a) és

f'(a) = (81f(a) 02f(a))

az Un. Jacobi-matrix.

1. Feladat. A definicio alapjan bizonyitsuk be, hogy az
flz,y) =22+ 3y —y*  ((a,9) €R’)

fiigguény totalisan derivdlhatd az a = (1,2) pontban, és adjuk meg az f'(a) derivaltmdtrizot!
Az f'(a)-ra igy kapott eredményt ellendrizzik a Jacobi-mdtriz kiszamitdsdval!

Megoldas. A derivalhatosag igazolasa.

Legyen a = (aj,a2) = (1,2) és h = (hy, he) € R% Azt kell beldtnunk, hogy van olyan
A= (A1 Ag) € R'? sormatrix, amire:

hy
e m-g@-a| ot = flo= (4 4)-(12)

lim
h=0 |2 (h1,h2)—(0,0) m

Ezzel a tulajdonsiaggal rendelkezé A matrixot igy lehet meghatarozni:
fla+h) — f(a) = flay + h1,a2 + ho) — f(a1,a2) =

=21+ h)? +3(1+h)(2+h) — 2+ hg)* = [2-12+3-1-2 - 22| =

hy

2

= 10hy — hy + 2h7 + 3hahy — h3 = (10 —1) - ( ) + 202 4 3hyhy — h2.

Legyen A := (10 —1). Az el6z6 egyenletet rendezve azt kapjuk, hogy

hy
‘f(aJrh) — fla) -4 <h2> _ [2h3 + 3hihy — B3|




Most megmutatjuk azt, hogy a jobb oldalon all6 fiiggvénynek a hatarértéke a (0, 0) pontban
0-val egyenld. Mivel

o < |20 4 3hhy — B3| _ 2003 + 13) + 3|
- N A TN
_ 2(h3 + h3) + 3(h + h3)
- hi+ h3

< (Jhuha| < 3(h3 + h3) miatt) <

<4\/h?+h3—0 (ha hy — 0 és hy — 0),

ezért a kozrefogasi elvbdl kovetkezik, hogy a
(203 + Bhyhy — h3| .

lim
(h1,h2)—(0,0) \/m

egyenlGség valéban teljesil. A fentieket Osszefoglalva tehat azt lattuk be, hogy f €
D{(1,2)} és a derivaltméatrix az f'(1,2) = (10 —1) sormatrix.

Ellenorzés. Mivel
O f(x,y) = 4z + 3y, o1 f(1,2) =10,
Oaf(z,y) =3z -2y,  Oof(1,2) =—1,
ezért a Jacobi-matrix:
(0uF(1,2) 2:£(1,2)) = (10 —1),

és ez valoban megegyezik a definicié alapjan kapott derivaltmatrixszal.

2. Feladat. Legyen

xy?

z, R2\ {(0,0
fog) i |7y (@0 ERN{00))
0 ((z,y) = (0,0)).

Mutassuk meg, hogy az f figgvény a (0,0) pontban

a) folytonos,
b) minden irdny mentén derivdlhatd,

c) totalisan nem derivdlhatd!

Megoldas.
a) A pontbeli folytonossig definicidja alapjan azt kell megmutatni, hogy
(#%) Ve > 0-hoz 36 > 0, V(z,y) € R?, ||(z,y) — (0,0)|| < d: |f(z,y) — £(0,0)] < e.

Rogzitsiik az e > 0 valds szdmot. Ha (z,y) € R?\ {(0,0)}, akkor

2 2 2 2
Ty 2l -y* _ |2l (@ +y7)
If(x,y) f( ) )‘ x2—i—y2 ’ x2_|_y2 = x2+y2

=zl <ya2+ P =z, y)] <e.

Igy, ha § := ¢, akkor (%*) teljesiil, ami azt jelenti, hogy f € C{(0,0)}.




b) A 0= (0,0) orig6bdl kiindulé irdnyokat az v := (cos a, sin a) egységvektorokkal adjuk
meg, ahol o € [0,27). Tekintsiink egy rogzitett o € [0, 27) paraméterrel megadott v
vektort. Az irdnymenti derivalhatosaghoz a definicié szerint azt igazolni, hogy a

tcosa - (tsina)?

Ft): = J0+to) = ftv) = fltcosa tsina) = o ma)

= (cosa)(sina)? - t (t e R)

valés-valos fiiggvény derivalhaté a ¢t = 0 pontban. Ez viszont nyilvan igaz, és F'(0) =
(cosa)(sina)?. Ezért az f fiiggvénynek létezik a v irdnyban vett irdnymenti derivéltja.
Az irdnymenti derivalt értéke F'(0). Igy 9,f(0,0) = (cos a)(sin o).

¢) Indirekt modon tegyiik fel, hogy f € D{(0,0)}. A parcidlis deriviltak az
er = (1,0) = (cos0,sin0) és ey = (0,1) = (cosm/2,sinm/2)
vektorok iranyaban vett iranymenti derivaltak. Ezért az el6z6 pont szerint
01£(0,0) = 0., f(0,0) = (cos0)(sin 0)? = 0,
d2£(0,0) = 0., £(0,0) = (cosm/2)(sin7/2)* = 0.
Ekkor a derivaltméatrix eldallitasara vonatkozo tételiink alapjan
1'(0,0) = (81/(0,0) 8:(0,0)) = (0 0)
és a totalis derivalt definicija szerint
fthnba) = 10.0) - (1500 2:70.0)- (1)
B 00) S+ B N

hhi 0‘

2 2 2
— lim % — lim M = 0.

(h1,h2)=(0.0)  [p2 1 p2 (h1,h2)—(0,0) (h3 + h3)3/2

Ez most sem lehetséges, mert az eléz6 feladat megoldasdban alkalmazott gondolatme-
nettel, ha

(Tny Yn) = (1 1) (n=1,2,...),

n'n

akkor lim (z,,y,) = (0,0), és ezekben a pontokban az értékek

n—+o0o
. 1l(1)? 1 1
n " n? "

sorozata nem tart 0-hoz. Az indirekt feltételbdl kiindulva tehat ellentmondésra jutot-
tunk, és ez azt jelenti, hogy az f fiiggvény nem differencidlhaté a (0,0) pontban.

Megjegyzés. A feladat elméleti szempontbdl is érdekes, mert egyrészt azt igazolja, hogy a
pontbeli folytonossaghdl altalaban nem kévetkezik a pontbeli totalis derivalhatosag. Masrészt
pedig a pontbeli parcidlis derivaltak, vagy az iranymenti derivaltak létezésébdl adltalaban nem
kovetkezik a pontbeli totalis derivalhatdsag.



Feliilet érintosikja

Emlékeztet6. Az f € R? — R fiiggvény grafikonjanak az (xo,yo,f(xo,yo)) pontban van érintdsikja, ha
fe D{(xo,yo)}. Az érintdsik egyenlete:

z — f(wo,y0) = O01f(w0,90) - (x — x0) + O2f (w0, y0) - (¥ — ¥o),

amelynek egyik normdlvektora: (01 f(xo,y0), 02 f (0, y0), —1).

3. Feladat. Legyen
f@y) =22 =2  ((&,9) €®, 2” >27).

a) Szamitsa ki az f figguény elsérendi parcidlis derivaltjait!

b) Irja fel a z = /x2 — 242 egyenleti feliilet Py(3,2) pontjdhoz tartozd érintdsikjinak az
eqyenletét, és adja meg a sik eqy normdlvektordt.

Megoldds.
a) Ha (z,y) € R? és 2? > 2y?, akkor a parcidlis derivaltak léteznek, és
1 T
8 ) = —-2r= B s = )
1f<$ y) /22 — 2y2 T \/m

1 —2y
o f(x,y) = NG (—4y) = NCETER

b) Legyen (zo,v0) = (3,2). Az f figgvény parcidlis derivaltjai 1éteznek az (xq,yo) pont
egy kornyezetében és folytonosak az (g, yo) pontban, ezért f totélisan derivalhat6 az
(x0, Yo) pontban. A feltilet

(70,40, 20) = (ﬂfmyo, f(370>y0))

pontjahoz tehat érintosik hiizhaté. Ennek egyenlete a

z = f(wo,90) = 01 f (0, o) (x — T0) + Oof (0, Y0) (¥ — %o)

képlettel adhaté meg. Mivel

f(zo.y0) = \Jud — 23 = VE —2-22 =1,

Ouf (w0, 0) = ——n S =3
1J{Zo,Yo) = = =9
Vg VF-2F
—2y0 —4
an(xm yO) - - = _4)
Jii—2uf VE-2 D
ezért az érintosik egyenlete:
z—1=3(x—3)—4(y — 2) = 3r—4y—2=0.

Ennek egy normélvektora:

n= <a1f($0, Yo), 2 f (%0, Yo), —1) = (3,—4,-1).



R2 — R fiiggvények lokalis szélséértékei

Emlékeztets. Azt mondjuk, hogy az f € R? — R fiiggvénynek az a € int D + pontban lokdlis mazimuma
van (vagy masképp fogalmazva az a pont az f fiiggvénynek lokdlis maximumhelye), ha van olyan K (a) C Dy
koérnyezet, hogy

Ve e K(a): f(x) < f(a).
Ekkor az f(a) fuggvényértéket az f fliggvény lokdlis maximumdnak nevezzik.
Analég moédon értelmezzik az lokdlis minimumbhely és az lokdlis minimum fogalmat.

Tétel. (Els6rendii sziikséges feltétel a lokalis szélséértékre) Tegyiik fel, hogy f € R* — R ésa € int Dy.
Tovabba

o feD{a} és
e az [ figguénynek az a pontban lokdlis szélséértéke van.
Ekkor f'(a) =0, azaz f'(a) = (01f(a) 02f(a)) = (0 0).

A tétel tehdt azt éllitja, hogy lokélis szélséértékhelyek csak f staciondrius pontjaiban (vagyis olyan a pontokban,
f differencidlhaté és 01 f(a) =0, d2f(a) = 0) lehetnek.

Legyen f értelmezve az a € R? pont egy kornyezetében. Ha rogzitett i = 1,2 esetén a 0;f parcidlis derivalt
létezik az a pont egy kornyezetében és a 0;f parcidlis derivaltfiggvénynek létezik a j-edik (j = 1,2) valtozd
szerinti parcialis derivaltja az a pontban, akkor a 9;; f(a) := 8;0; f(a) := 0;(8;f) (a) szémot (mint ; f € R™ — R
fiiggvény a-beli j-edik valtoz6 szerinti parcidlis derivaltjat) a fliggvény a-beli ij-edik mdsodrendd parcidlis
derivdltjanak nevezzik.

Az f € R? — R (n € NT) fiiggvény kétszer derivdlhaté (vagy differencidlhatd) az a € int Dy pontban
(jelben: f € D?*{a}), ha

a) 3K (a) C Dy, hogy f € D{z} minden z € K(a) pontban, illetve
b) 01f € D{a}, és Oof € D{a}.
Ha az f € R? = R (n € NT) fiiggvény kétszer derivalhat6 az a € int Dy pontban, akkor

1" L allf(a) ale(a)
flla):= <521f(a) 322f(a))

az f fiiggvény a pontbeli Hesse-féle mdtrixa.

Azt mondjuk, hogy az f € R?* — R fiiggvény kétszer folytonosan derivdlhaté az a € int Dy pontban (jelben
f € C*{a}), ha

a) 3K (a) C Dy kérnyezet, hogy f € D*(K(a)) és
b) minden méasodedrend 0;; f (1 <ij< 2) parcialis derivaltfiiggvény folytonos az a pontban.

Tétel. (Méasodrendii elégséges feltétel a lokalis szélséértékre) Legyen f € R? — R, a € intDy és
f € C?{a}. Tegyiik fel, hogy
O1f(a)=0 és 0Oaf(a)=0.

D((I) = detf”(a) = det (611f(a) 812f(a)> .

Jelilje

321f(a) 322f(a)
FEkkor

1. ha D(a) > 0 és 011 f(a) > 0 [illetve 011 f(a) < 0], akkor az f figguénynek a-ban lokdlis minimuma [illetve
mazimumal van.

2. ha D(a) <0, akkor f-nek a-ban nincs lokdlis szélséértéke (ezt nevezziik nyeregpontnak)

3. ha D(a) =0, akkor igy nem tudjuk megdllapitani, hogy az a pont vajon lokdlis szélséértékhely-e vagy sem.
Tlyenkor csak egyedi vizsgdlatokkal tudjuk a kérdést eldonteni.



4. Feladat. Hatdrozzuk meg az
f(z,y) == 2 — 32® + 22y + ¢° ((x, y) € ]R2)
fiigguény lokdlis szélsoértékhelyeit!

Megoldds. Az f fiiggvény kétszer folytonosan derivalhaté R2-6n, mert egy kétvaltozos
polinom.

Elsorendi sziikséges feltétel:

Ouf(z,y) = 322 —6r+2y = 0

— =— —  32*—6x— 22 =0.
Of(zy) =  22+2 :0} y=t v

Ebbdl
322 —8r=2(3r—-8) =0 = 2=0 vagy T=3,
ezért az f fliggvény stacionarius pontjai, azaz a lehetséges lokalis szélséértékhelyek:

P,(0,0), PQ(g,—g).

Mésodrendi elégséges feltétel: Az f”(z,y) Hesse-féle matrix egy (x,y) € R? pontban:

Oz f(x,y) =62 — 6, Oy f(x,y) =2=0u,f(x,y), Oyf(z,y)=2.

" aa:xf(xa ) axyf(x7 ) . 6r—6 2
! (I’y)—(ayzﬂx,z) ayyf@,z))—( 2 2)7

Dy =6x—6, Dy=detf"(z,y) =12z — 16.

Ezért

(-6 2
L2 2)
a P1(0,0) pontban az f figgvénynek nincs lokdlis szélséértéke.

A Py(0,0) pontban f”(0,0) Dy = —16 < 0. Az f"(0,0) métrix indefinit, ezért

A Py(§,—3) pontban f"(5,~3) = (120 ;) Dy =16 >0, Dy = 10 > 0. Az f"(5,-5)

matrix pozitiv definit, ezért PQ(E, —%) lokdlis minimumhely.

5. Feladat. Hatdrozzuk meg az

fla,y) =z +y' —2® = 2oy —¢*  ((v,9) €R?)

fiigguény lokdlis szélsoértékhelyeit!

Megoldds. Az f fiiggvény kétszer folytonosan derivalhaté R2-6n, mert egy kétvaltozos
polinom.



Elsérendii sziikséges feltétel:

Ouf(z,y) = 423 —20—-2y = 0 3
Of(r,y) = 4y’ —20-2y = 0 - Y

Ezt az els6 egyenletbe behelyettesitve azt kapjuk, hogy
4o —dx =4a(2* —1)=0 = =0, =1 vagy v=—1.
Az f fliggvény staciondrius pontjai, vagyis a lehetséges lokalis szélséértékhelyek:
Pi(0,0), P(1,1), P3(—1,-1).

Mdsodrendii elégséges feltétel: Az f"(z,y) Hesse-féle matrix egy (x,y) € R? pontban:

Opa f(m,y) = 122% — 2, Ony f(x,y) = =2,
aya:f(xay) = _27 8yyf(x7 y) = 12y2 - 2a

ezért

ax:c Z, aa:y xZ, IQ_ _
f,,(z’y):( F(@,y) Ouyf( y)):<12 P 2 )

2
ayxf(xa y) ayyf(%iU) _2 12y - 2
Dy = 1222 — 2, Dy =det f"(x,y).

10 -2

-2 10
matrix pozitiv definit, ezért Py(1,1) lokdlis minimumhely.

A P5(1,1) pontban f”(1,1) = < ), Dy =10>—4 >0, D; =10 > 0. Az f"(1,1)

10 -2
-2 10
P3(—1,—1) pont is lokdlis minimumhelye.

A Py(—1,—1) pontban f"(—1,-1) = ( > = f"(1,1), ezért az f figgvénynek a

2 =2
2 =2
rendi elégséges feltétel nem alkalmazhato.

A P;(0,0) pontban f”(0,0) = : és det f”(0,0) = 0. Ebben a pontban a masod-

Egyedi vizsgélattal tudjuk csak eldonteni, hogy a P;(0,0) pont vajon lokalis széls6értékhely-
e. Mivel f(0,0) = 0, ezért f-nek a P, pontban pontosan akkor van lokalis szélsGértéke,
ha f az origd egy kornyezetében azonos eléjelii. Megmutatjuk, hogy ez nem igaz. Vegyiik
észre, hogy

flay)=a'+y' =2 -2y -’ =2 +y' — (@ +y)’  ((w,y) €R?),

és tekintsiik f értékeit elészor az y = —x egyenes mentén: f(z,y) = f(z, —x) = 22*, ami
pozitiv minden x # 0 valds szamra. Nézziitk most a fliggvény értékeit az y = 0 egyenes
(vagyis az z-tengely) mentén: f(z,0) = 2* — 2% = 2%(2* — 1); ez pedig negativ, ha |z| < 1
és x # 0. Az f figgvény tehat az origd tetszdleges kicsi kornyezetében felvesz negativ és
pozitiv értéket is, ezért ebben a pontban nincs lokalis szélsoértéke.



