1. gyakorlat

DIFFERENCIALSZAMITAS 1.

A derivalt definicidja
Emlékeztet6. Definicié. Az f € R — R fiigguény az a € int Dy pontban differencidlhaté (vagy

derivalhatd), ha létezik és véges a
Lo @)~ Ia)

T—a T —a
hatarérték. Ezt a hatdrértéket az szimbolummal jeldljik, és az f fliggvény a pontbeli derivaltjanak

(vagy differencidlhdnyadosanak) nevezzik, azaz

f'(a) :== lim f@) = /o) eR.

r—a Tr—a

Ezt a tényt a kovetkezéképpen fogjuk jelolni: | f € D{a} |

Jegyezziik meg, hogy egy 0/0 tipust hatarértékkel (ez, mint tudjuk barmi lehet) értelmeztiik a derivalhatdsagot.
Az f fiiggvény a pontbeli derivaltja igy is szdmolhato:

f/(a):}llii%f(a"_h})l_f(a).

1. Feladat. A definicio alapjin lassuk be, hogy f € D{a}, és szamitsuk ki f'(a)-t, ha
a) f(z):=12* (z€R), a:=1,

b) f(x):=x (x € [0, -|—OO)), a:=2,

1

Q) fla) =~ (zeR\{0}), a:=3

d) f(z):=zlz| (z€R), a:=0,

1—x (x <0)

a:=0.
?—x+1 (z>0),

e) f(z):= {

Megoldds. Vilagos, hogy az a € int D; feltétel mindegyik esetben teljesiil.
a) f € D{1} és f'(1) = 4, hiszen

lim fla+h)— f(a) — lim (1+h)t—11 _

h—0 h h—0 h

- (az at —b'=(a—1b)- (a3+a2b+ab2+b3) alapjén> =

he (40P + (1 +h2+(1+h)+1)

= h B
= lim ((1+h)° + (1+h)*+ (1+h) +1) =4,
h—0



b) fe D{2}és f'(2) = 2\1/5, hiszen
limf(ath)_f(a)—limM—lim 2+h_\/§.\/2+—h+\/§ _
h—0 h b0 h = A NES TN AN
(24+h) =2 1 1

im = .
haOh.<1/2_|_h+\/§> =02+ h+v2 22

c) feD{3}és f'(3) = —;, hiszen

1 1 —h
lim fla+h) — f(a) iy 3t+h 3 _ imwzhm;:_l
h—0 h h—0 h h—0 h h—0 3 - (3 + h) 9
d) f e D{0} és f'(0) = 0, hiszen
i L0t = fl@) oy O WIO+A=0-100 o PIRL g — o,
h—0 h h—0 h h—0 h—0

e) f € D{0} és f'(0) = —1, hiszen a bal és jobb oldali hatarérték megegyezik:

fO+m=f0) | 1=(O+h)-1_ . —h_

hgglo h = hs0to h = 0t h -1,
_ 2 _ _ 2
g JOER) = FO) OB (O+h) 11 R —h
h—0+0 h h—0+0 h h—04+0 h
= lim (h—1)= -1
h—040

Derivalasi szabalyok

Emlékeztets. Az algebrai miiveletek és a derivalt kapcsolatara a kovetkezd allitdsok érvényesek:

Tétel. Tegyiik fel, hogy f,g € R = R és f,g € D{a} valamilyen a € int(Dy N D,) pontban. Ekkor

1. a szorzo konstansokat ki tudjuk emelni a derivdldsbol, azaz

cf € D{a} és (cf)(a)=cf'(a)  (c€R)
2. tagokbol dllo fiiggvényeket tagonként derivalhatjuk, azaz

f+geDia} é (f+9)(a)=Ff'(a)+g(a),

3. egy szorzat derivdltja az az Osszeg, amelynek tagjai az eqyik tényezd derivdltja megszorozva a mdsik
tényezdvel, azaz

f-geD{a} é (f-9)(a)=f'(a)g(a)+ fla)g'(a),
4. ha még a g(a) # 0 feltétel is teljesil, akkor

f (1Y f'(a)g(a) — f(a)g'(a)
EGD{G} és ( >(a) .

g

Ebben a tablazatban megtalaljuk a nevezetes fiiggvények derivéltjait.



2. Feladat. Adjuk meg a kovetkezo fligguények derivaltjdat!

a) f(z) =42® —22°+52—-3  (z €R),
b) f(x):=\|x\/Jz\/z (x > 0),
c) f(x):::zc3—|-i—L (xE]R\{O})
@ Ha® ’
d) f(z):=2"+a"+ax+ T4l (x >0), a>0 paraméter.
a x
Megolddas. Alkalmas atalakitasokkal elemi fliggvények 6sszegeit kapjuk, ezért

a) Ha z € R, akkor

fl(x) = (42° — 22> + 50— 3) =4 (%) =2 (s*) +5- (2) — 3 =

=4-322-2-2245-140=122>—4x +5.

b) A hatvanyazonossagok felhasznalasaval elészor atalakitjuk f(z)-et:

Vevzve = VeV 2l/2 =z - (m3/2)1/2 _ (x~x3/4>1/2 _ (367/4)1/2 — /8

Igy

d) Tetsz6leges a > 0 paraméter esetén minden x > 0 pontban

)= (v rart T4 ) =@ 4 @ o @) 1@ e (3)
1 a

:axa_l+ax-lna+a+———2.
a




3. Feladat. Adjuk meg a kovetkezo fligguények derivaltjdat!

a) f(z):=2%sinx (z € R),

b) f(z) =e(Va?+e®)  (z>0),

B L9
) f@) = 5———  (@€R),
2+l Gerw)

D 1) = e

Megoldds. A szorzatra és a hanyadosra vonatozé derivalasi szabalyok szerint jarunk el.

a) Ha z € R, akkor

! /
(x2 : Slnx) = (I2) -sinz + 2% - (sinz)’ = 2zsinx + 2 cos .

f'(x) =

b) Ha x > 0, akkor
f(z) = (ew - (Va? + 62))I = (ew), (Va4 e?) + et (x2/3 + 62)I =
2e*

:er(\?/J?—FeQ)vLez(%-x_l/?’—i—O) = (Va2 +¢) + N

c) A nevez6nek nincs valés gyoke (D = 12 —4-5 < 0), ezért a derivaldsi szabdlyok alapjan
f € D(R). Ha = € R, akkor

( 42 )':(:c3+2)’-(

2 +x+5

x2+m+5)—<x3+2)-(m2+x+5),_

(x2+x+5)2 N

fl(x) =
223 + 1522 — 4o — 2

3352-(x2+x+5)—<x3+2)-(2x—|—1) B
N (x2+x+5)2

<x2+x+5)2

d) A sin?z + cos? 2 = 1 négyzetes Gsszefiiggés miatt |sinz| < 1 minden z € R esetén. Igy
a fuggvény nevezdjének nincs valos gyoke (2 + sinz > 0), ezért a derivalasi szabédlyok

alapjan f € D(R). Ha x € R, akkor
241\ @y
/ = =
fla) = (2 + sina:)
_2-In2-(2+sinz) — (2°+ 1) -cosx
B (2 + sinx)? '

2+sinz) — (2°+1) - (2+sinz)
(2 4 sinx)? B

Emlékeztets. Az osszetett fiiggvényre vonatkozo szabaly azt mondja ki, hogy egy dsszetett fiiggvény deri-
valtjahoz elészor a kiilsé fliggvényt derivaljuk, mikdzben belseje érintetlen marad. Ezt utana még megszorozzuk

a bels6 fuggvény derivaltjaval.



Tétel.  Tegyik fel, hogy f,g € R — R és valamilyen a € int Dy pontban g € D{a}, tovdbbd f € D{g(a)}.
Ekkor f o g € D{a}, és
(fog)(a) = f(9(a) g'(a).

Sokszor tobbszorosen Gsszetett fliggvényt kell derivalni. Az ilyen esetekben a fenti tételt t6bbszor egymas utan

,kiviilrol befele haladva” alkalmazzuk.

4. Feladat. Adjuk meg a kovetkezo fligguények derivaltjdat!

a) f(z) = (522 +3z) (v €R)
b) f(z) =yz+vz (20,
c) f(x) =smxI:; (x > =3),

d) f(z) :=sin (ln\/l-l-cos? —|—1) (x € R).

Megoldds. Az osszetett fliggvényre vonatozd derivalasi szabaly szerint jarunk el.

a) Az f figgvény a h(t) := t2°%° (t € R) kiils6 és a g(x) := 5z%+3x (z € R) belsd fiiggvény
kompozicidja:

f(z) = (h o g) (x) = h(g(m)) = (g(x))2020 = (5:102 + 31’)2020 (x € R).
Mivel Vo € R pontban g € D{z} és ¢'(x) = 10z + 3, illetve h € D{g(x)} és h'(t) =

2020t2°19 (t € R), ezért az Osszetett fiiggvény derivalasara vonatkozé tétel feltételei
teljestilnek. Igy f = hog € D(R) és

f'(@) = (hog) () =W (g(x)) - ¢(x) = 2020 (g(x)

= 2020 (52% + 3:1;)2019 (102 +3) .

>2019 - (z) =

b) Az f fiiggvény a h(t) := v/t (t > 0) kiils6 és a g(z) := 2 + /z (x > 0) belsé fiiggvény

kompozicidja:
f(@) = (hog)@) =h(g(x)) = Vo) = Yz + V& (z>0).

5 b€ Dlg@). W) = 5

(t > 0), ezért az Osszetett fiiggvény derivaldsdra vonatkozo tétel feltételei ezekben a
pontokban teljestilnek. Igy f = hog € D(0,400) és

Mivel Yz > 0 pontban g € D{z}, ¢'(x) = 1+

(@)= (hog)(x) =N (g(x)) ¢'(x) = /() =

:ﬁ(u%).

Az f fiiggvény a 0 pontban nem derivalhaté.




2
1
c) Az [ fuggvény a h(t) := sint (t € R) kiilsé és a g(z) = ‘ :_3 (x > —3) bel-
x
s figgvény kompoziciéja. Ezek a fliggvények az értelmezési tartomanyuk minden

pontjaban derivalhatok, ezért az Osszetett fliggvény derivalasara vonatkozd tétel sze-
rint f € D(—3,400), és a derivaltfiiggvény:

201\’ 241 201\’
f’(m):(sin$+>:cox+ <x+>:

r+3 Sx+3' z+3

241 (22+41) (@ +3) = (2 +1) (z+3)

=cos—— T3P —
z? +1 295'(1""3)_(3724'1)‘1 ??+1 2?46z -1
= cos : = cos :
r+3 (x4 3)2 r+3  (z+3)?

d) To6bbszorosen osszetett fiiggvényrol van szé. Az elemi figgvények derivéltjait, valamint
az Osszetett fiiggvény derivalasara vonatkozo tételt tobbszor egymaés utén (kivilrél be-
fele haladva) alkalmazva azt kapjuk, hogy f € D(R), és a derivaltfiiggvény:

f(z) = (sin2 (ln V1+cos?x + 1))/ =
= 2 sin <ln V14 cos?z + 1) . (sin (ln\/l + cos?2x + 1))/ —
2 Siﬂ(lnm—i—l) 'Cos(ln\/m—l— 1) . (hl\/m—i-l)/:

(lnv1+cos2:c+1>)~%os2x.(\/m)/:

2
_ sin (2 (ln\/l—i-cos?x—i—l)) ' 1 (14 cos?a) =

V14 cos?x 2V 1 + cos? x
sin (2 (ln V14 cos?x + 1)) 1

= : -2 cosx - (—sinx) =

V1 + cos? 2v/1 + cos? x
sin (2 (ln V14 cos?z + 1))

S - sin 2z .
2(14 cos?x) S

sin

A fenti atalakitasokban kétszer alkalmaztuk a sin 2cc = 2 sin v cos @ azonossagot.



