3. gyakorlat

FUGGVENYTULAJDONSAGOK KAPCSOLATA A
DERIVALTTAL 1.

Monotonitas és lokalis szélsoértékek

Emlékeztetd. A monotonitas és a derivalt kapcsolata:
Tétel. Legyen (a,b) C R egy nyilt intervallum. Tegyik fel, hogy f € D(a,b). Ekkor

1. f 2 Jiletve (] (a,b)-n <= f'>0 [iletve f'<0] (a,b)-n,

2. ha f' >0 [iletve f'<0] (a,b)-n = f 1 [illetve L] (a,b)-n.
Fontos megjegyezni, hogy a tételben lényeges feltétel, hogy intervallumon értelmezett a fliggvény.
Definicié. Az f € R — R fiiggvénynek az a € int Dy pontban lokélis maximuma van, ha

dK(a) C Dy, Vo € K(a): f(z) < f(a).

Ekkor az a pontot f lokalis maximumbhelyének nevezzik, az f(a) figgvényérték pedig a figgvény lokalis
maximuma.

Hasonléan értelmezziik a lokdlis minimum fogalmat. A lokdlis maximumot, illetve minimumot kozdsen
lokdlis szélséértéknek, a lokilis maximumhelyet, illetve lokalis minimumbhelyet lokdlis szélséértékhelynek
nevezzik.

Tétel. (Els6rendii sziikséges feltétel) Tegyiik fel, hogy az f € R — R figgvénynek az a € int Dy pontban
lokdlis szélséértéke van és f € D{a}. Ekkor f'(a) = 0.

Jegyezziik meg, hogy az f'(a) = 0 csak sziikséges, de nem elégséges feltétele annak, hogy az f fiiggvénynek
a-ban lok4lis széls6értéke legyen (tekintsiik példaul az f(z) := 2 (z € R) fiiggvényt és az a = 0 pontot). Az
elsdrendi sziikséges feltétel szerint lokélis szélsGértékhelyek csak olyan a pontokban lehetnek, ahol f/(a) = 0.
Ezek az f figgvény staciondrius pontjai.

Tétel. (ElsSrendii elégséges feltétel) Tegyiik fel, hogy f € D(a,b) és egy ¢ € (a,b) pontban f'(c) = 0,
tovdbbd az f' derivdltfiigguény eldjelet vdlt c-ben. Ekkor c eqy lokdlis szélséértékhely, és

o ha f'-nek c-ben (—,+) eldjelvdltdsa van, akkor ¢ az [ fiiggvény lokdlis minimumbhelye,
o ha f'-nek c-ben (+,—) eldjelvdltdsa van, akkor ¢ az f fiiggvény lokdlis maximumbhelye.

Tétel. (Méasodrendii elégséges feltétel) Tegyiik fel, hogy egy c € int Dy pontban f € D*{c}, f'(c) =0 és
f"(e) # 0. Ekkor c egy lokdlis szélsbértékhely, és

o ha f"(c) >0, akkor c az [ figguény lokdlis minimumhelye,

e ha f"(c) <0, akkor ¢ az f fiigguény lokdlis mazimumhelye.

1. Feladat. Hatdrozzuk meg azokat a legbdvebb intervallumokat, amelyeken az alabbi fliggvé-
nyek monoton, és szamitsa ki a fligguények lokdlis szélséértékhelyeit és lokalis szélsoértékeit!

a) f(z):=2° -5zt + 523 +1 (z € R),

b) f(z) = m ( R\ {2,8}).



Megoldds.

a) f polinomfiiggvény, ezért f € D(R) és

fl(x) = (2% = 5t + 52° + 1) = 5a* — 202° + 152 = 5a?(a? — 4a + 3) =
= 52%(x — 3)(z — 1) (z e R).
A monotonitas vizsgalatahoz el6jelvizsgalatot végziink az f’ fiiggvény, amely folytonos,
és
f'(z) =52%(x — 3)(x — 1) = 0 = r=0,2z=1vagy z = 3.
Igy kapunk négy intervallumot, ahol f’ nem valt eléjelet.
(—00,0), (0,1), (1,3), (3,+00).
A kovetkezd téblazat tartalmazza az elGjelvizsgalatot és ennek kévetkezményét az f
monotonitasara vonatkozdan.

r<0]0|0<z<l1 1 l<z<3| 3 |x>3
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Az elsorendii sziikséges feltétel szerint lokalis szélséérték csak olyan x pontokban lehet,
ahol f'(x) = 0 teljesiil (staciondrius pontok). Ezeket mar meghataroztunk, nevezetesen
x =0,z = lvagyx = 3. Mivel az f'(x) = 0 feltétel nem elégséges, igy ezutdn
kétféle modon jarhatunk el annak eldontése, hogy melyik lokalis szélsoértékhely, és ez
minimum- vagy maximumbhely lesz-e.

1. Az elsérendii elégséges feltétel alapjan megvizsgaljuk [’ elGjelvaltasat a staciondrius
pontokban. Ha nem jelent nehézséget, érdemes megvizsgalni a teljes f’ fiiggvény
elojelét a monotonitasi vizsgalathoz hasonléan, de az el6jelvaltas egyéb megfonto-
lasokkal is meghataroztatd. Az el6zo tablazat mar tartalmazta az el6jelvizsgalatot,
igy hozzatettiik ennek kovetkezményeit az f lokalis szélséértékeire vonatkozdan.

o A 0 pont nem lokélis szélséértékhely (a fiiggvény szigortian monoton névekvo a
pont egyik kérnyezetében).

o Az 1 pont lokélis maximumbhely, és itt a lokélis maximum f(1) = 2.
« A 3 pont lokélis minimumbhely, és itt a lokdlis minimum f(3) = —26.

2. A méasodrendii elégséges feltétel alapjan megvizsgaljuk f” értékét a stacionarius pon-
tokban.

f(x) = (5a* - 202° +152%)" = 202° — 602 + 302 (x €R).

o f"(0) =0, ezért a 0 pontrél nem dertl ki, hogy lokalis széls6értékhely vagy sem.
Monotonitasi vizsgalat utan kideriil, hogy nem lokélis széls6értékhely.

o f"(1) = —10 < 0, ezért az 1 pont lokdlis maximumbhely. Itt a lokdlis maximum
F)=2.

e f"(3) =90 > 0, ezért a 3 pont lokdlis minimumhely. Itt a lokdlis minimum
f(3) = —26.



b) Mivel 22 — 10z 4+ 16 = (z — 2)(x — 8), ezért a tort valdban értelmezhets a megadott
halmazon. Az elemi fliggvények derivaltjai, valamint a derivalasi szabalyok alapjan azt
kapjuk, hogy f € D(R\ {2,8}) és

oy :1.(x2_10$+16)—x(2x—10): 16 — 22 )
f(z) (562—10$+16>2 (x2—10x+16>2 ( ER\{2,8}>.

Mivel f’ folytonos minden x # 2 és x # 8 pontban, igy csak az x = 2, x = 8 és az [’
zérushelyei olyan pontok, ahol eltérhet f’ eléjele a pont bal és jobb oldali kornyezetén.
Viladgos, hogy
(4—2x)4+x)
P
(22 — 10z + 16)

f'(x) =

=0 = xr = —4vagy x = 4.

Ezzel 6t részintervallumot kapunk, ahol egységes f eldjele:

(—o0,—4), (—4,2), (2,4), (4,8) és (8,400).
A kovetkezd téblazat tartalmazza az elGjelvizsgalatot és ennek koévetkezményét az f
monotonitasara vonatkozoan.
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Az elsorendii sziikséges feltétel szerint lokalis szélséérték csak olyan x pontokban lehet,
ahol f'(z) = 0 teljesiil, azaz x = —4 vagy = = 4. A tablazatban lathaté f’ fiiggvény
elojelvaltasa alapjan, azaz az elsérendii elégséges feltétel alapjan, rogton meghataroz-
hatjuk a lokalis széls6értékeket.

o A —4 pont lokdlis minimumbhely, és itt a lokélis minimum f(—4) = —1/18.

» A 4 pont lokalis maximumbhely, és itt a lokalis maximum f(4) = —1/2.

Abszolut szélsoértékek

Emlékeztets. Az Analizis 1. kurzuson tanultuk az abszolit szélsGértékek fogalmat.

Azt mondjuk, hogy az f € R — R fiiggvénynek van abszolit mazimuma, ha van olyan o € Dy, hogy
minden « € Dy pontban f(z) < f(a). Ekkor o az f-nek abszolit maximumhelye, az f(a) pedig f abszolit
maximuma. Hasonléan értelmezziik az abszolut minimumhelyet és abszolit minimumot.

Tétel. (Weierstrass-tétel) Korldtos és zdrt [a,b] C R intervallumon folytonos f fiigguénynek léteznek
abszolit szélséértékei, azaz 3o, B € [a,b], hogy f(B) < f(z) < f(a) (z € [a,b]).

Abszolit szélséértékhelyek keresése. Ha f folytonos egy korldtos és zirt [a,b] intervallumon, akkor a
Weierstrass-tétel szerint f-nek van legnagyobb és legkisebb értéke. Ha f ezek valamelyikét egy ¢ pontban veszi
fel, akkor vagy ¢ = a, vagy ¢ = b, vagy pedig ¢ € (a,b). Ez utébbi esetben lokélis szélséértékrdl van sz6. Ha
feltessziik még azt is, hogy f € D(a,b), akkor f’(¢) = 0. Ha tehdt megkeressiik az Osszes olyan ¢ € (a,b)
pontot, amelyben f’ eltiinik, azaz az (a, b)-n lévd staciondrius pontokat, akkor biztos, hogy az abszolit
szélsbértékhelyek ezek koziil, valamint az a és a b végpontok koziil keriilnek ki. Példaul az abszolit
maximumbhelyet gy hatdrozzuk meg, hogy kiszdmitjuk f értékeit ezekben a pontokban (nem feledkezve meg
az a és b végpontokrdl sem), és kivalasztjuk azokat, amelyekben f értéke a legnagyobb.



2. Feladat. Hatdrozzuk meg az

(@ (@e[-57)

2+ 1

fligguény abszolut szélséértékhelyeit és abszolit szélsoértékeit!

Megoldds. Mivel f € C[—1/2,2], ezért Weierstrass tétele szerint f-nek léteznek abszolut
szélsbértékei.

A stacionarius pontok meghatarozéasa: a derivaldsi szabalyok szerint f € D(R) és

x )’_1'(9€2+1)—:U~2:L’ 1 — 2

fa) = ( — = ;  @eR).
22 +1 (wQ + 1) (m2 + 1)
lgy
fllx)=0 <= 1-2°=0 <= z=1 vagy v=—1.
f staciondrius pontjai: x; = 1 vagy xo = —1. Mivel —1 ¢ [—1/2,2], ezért csak az x;

pontot tekintjiik.

A fiiggvényértékek osszehasonlitasa: Mivel

ezért,

o [ abszolit minimumhelye —1/2, és abszolit minimuma —2/5.

 f abszolit maximumbhelye 1, és abszolit maximuma 1/2.

Szoveges szélsoértékfeladatok

Megmutatjuk, hogyan tudunk megoldani konkrét gyakorlati szélsoértékfeladatokat a tanult
differencialszamitasi tételekkel. Az a feladat, hogy meg kell talalni mikor lesz optimalis egy
bizonyos mennyiség, melynek értéke folytonosan valtozik. A megoldas 1ényege, hogy felirjuk
az optimalizalandé mennyiséget egy masik valtozé mennyiség fliggvényeként, ami csak egy
intervallum beliil ,mozoghat”, és az igy kapott fiiggvény abszolit széls6értékét megkeressiik.

Azonban sok esetben nem korlatos vagy nem zart intervallumon toérténé abszolut szélséérték-
keresésrdl van sz6. Ekkor a Weierstrass-tétel nem alkalmazhato, és el6fordulhat, hogy nincs
is abszolat szélséérték. A feladatot egy Osszetett monotonitasi és lokalis széls6értékvizsgalat-
tal probalhatjuk megoldani, de vannak olyan esetek, ahol az abszolut szélséérték konnyebben
meghatarozhato.

Tegyiik fel, hogy f € D(a,b), f' € C(a,b) (pl. ha f € D?*(a,b)) és egyetlen olyan ¢ € (a,b)
létezik, amire f’(c) = 0 teljestil. A folytonossidg miatt f’ csak a ¢ pontban tud eléjelet valtani.
Ezért f szigorian monoton az (a, ¢) és a (¢, b) intervallumon. Ha az elégséges feltételek egyikébol
kideriil, hogy ¢ lokéalis szélséértékhely, akkor f eléjelet véalt a ¢ pontban, és igy f monotonitédsa
kiilonbozni fog az (a,c) és a (c,b) intervallumon. Igy ¢ abszolit szélséértékhely is.



3. Feladat. Igazoljuk, hogy ha két pozitiv szam dsszege dllando, szorzatuk akkor a legna-
gyobb, ha a két szam egyenld!

Megoldds. Jelolje x és y a két pozitiv szamot, melyek Osszege az allando a szdm, azaz
x + vy = a. Szeretnénk megtudni, hogy mikor lesz maximalis az xy szorzat. Ez z-tol
és y — tol is fligg, azaz nem tekinthetd egyvaltozés fiiggvénynek, de mivel 6sszegiik a-val
egyenlo, igy y = a — x, amibol kévetkezik, hogy

vy = z(a — v) = ax — 2%,

ahol 0 < z < a. Tehat az
f(z) = azx — 2 (0<z<a)

fuggvénynek keressiik az abszolut maximumhelyét. A derivalasi szabalyok szerint igaz,
hogy f € D*(0,a) és

f(x)y=a—-2z, f["(z)=-2 0<z<a).

fllr)=a—-2x=0 <= z=a/2. Mivel f"(a/2) = —2 < 0, igy a masodrendii elégséges
feltétel szerint x = a/2 az f figgvény lokalis maximumhelye. Ez abszolit maximumhely
is, mert f € D?(0,a) és az f'(x) = 0 egyenletnek egyetlen megoldésa van.

Az el6bbiek szerint xy akkor a legnagyobb, ha = = a/2 mikozben y = a — x = a/2, azaz
x =y, amivel az allitast igazoltuk.

4. Feladat. Hatdrozzuk meg eqy R sugari félkéorbe irt legnagyobb teriileti téglalap méreteit,
ha a téglalap eqyik oldala a félkor dtmérdjén fekszik!

Megoldads. A feladatot kétféle moédon fogjuk megoldani.
1. Megoldds. Alkalmazzuk az abra jeloléseit!

A téglalapok teriilete T = 2zy. Nyilvanvalo, hogy elegend6 azokat a téglalapokat venni,
amelyek beliilrdl érintik a kort. Ekkor

PP =R = =V

Ezért
T =2xy =2xVR? — 22 = 2V R?2? — 24,



ahol 0 < x < R. Vegyiik észre, hogy T akkor is csak akkor a legnagyobb, ha R%*z? — 2% a

legnagyobb. Emiatt az
f(z) = R*2? — 2* (0 <z < R)

fliggvénynek keressiik az abszolit maximumhelyét. A derivalasi szabdalyok szerint igaz,
hogy f € D*(0, R) és

fl(z) =2R*r —42®,  f"(z) = 2R* — 122° (0 <z < R).

fl(x) =22(R* —22?) =0 <= x=R/V2 (a(0,R)-n). Mivel f"(R/\2) = —4R? < 0,
igy a masodrendii elégséges feltétel szerint x = R/+/2 az f fiiggvény lokalis maximumbhelye.
Ez abszolit maximumhely is, mert f € D*(0,R) és az f'(z) = 0 egyenletnek egyetlen
megoldésa van a (0, R) intervallumon.

Az elébbiek szerint T akkor a legnagyobb, ha z = R/v/2 mikézben y = vV R2 — 22 = R//2,
azaz x = y. Ezért a téglalap teriilete akkor a legnagyobb, ha a félkor atmérojén fekvo oldal
kétszer akkora, mint a rd merdleges oldal.

2. Megoldds. Alkalmazzuk az abra jeloléseit!

A téglalapok teriilete T' = 2xy. Nyilvanvald, hogy elegendd azokat a téglalapokat venni,
amelyek beliilrdl érintik a kort. Ekkor

xr = Rcosa és y = Rsina.

Ezért
T =22y = 2R cos aRsina = R*sin 20,

ahol 0 < a < g Tehat a
2 . m
T (o) = R*sin 2« (0<a<2)

fuggvénynek keressiik az abszolut maximumhelyét. A derivalasi szabalyok szerint igaz,
hogy T € D?*(0,7/2) és

T'(a) = 2R?cos2a, T"(a) = —4R*sin 2« <0 <a< ;T) .

T'(a) = 2R?*cos2a =0 <= «a = /4. Mivel T"(1/4) = —4R? < 0, igy a mdsodrendi
elégséges feltétel szerint o« = 7/4 a T fuggvény lokalis maximumhelye. Ez abszolit maxi-
mumbely is, mert T € D?*(0,7/2) és az T'(z) = 0 egyenletnek egyetlen megolddsa van a
(0,7/2) intervallumon.



Az el6bbiek szerint T akkor a legnagyobb, ha

2
x = Rcosa = Rcos <7T> = \/;R

4 W>:\/§R

és y = Rsina = Rsin (4 5

azaz v = y. Ezért a téglalap teriilete akkor a legnagyobb, ha a félkér atmérdjén fekvd oldal
kétszer akkora, mint a ra merdleges oldal.

5. Feladat. Keresse meg a P(1,4) ponthoz legkizelebbi pontot az y* = 2z egyenletii para-
bolan!

Megoldds. Készitsiink abrat!

Egy Q(x,y) pont akkor és csak akkor a parabo-
lan van, ha

y? =2z (x >0,y €R).

P Q

AN

A két pont tavolsagat ado Osszefiiggés szerint

d(P.Q) = /(x — 1)* + (y — 42,

ami x = y?/2 figyelembevételével felirhato:

d(P,Q) = J (f - 1) +(y—4)2.

A feladat megoldasahoz elegendd lenne megkeresni a gyokalatti kifejezést minimumat, ahol
y € R. Legyen tehat

2
f(y)::<y2—1> +(y—4)2=y——y2+1+y2—8y+16:

Ekkor
ffly)=v*—-8=0 — y =2,

ami az egyetlen megoldas. Tovabba
f"(y)=3y*=0 — f'(2) > 0.

Ezért az f fiiggvénynek abszolit minimuma van az y = 2 pontban, és ekkor x = 22/2 = 2.

Osszefoglalva, Q(2,2) az a pont az y? = 2z egyenletii paraboldn, ami a legkézelebb van a
P(1,4) ponthoz.



