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L’Hospital szabaly

Emlékezteto. Tétel. (L’Hospital szabéaly) Legyen —oo < a < b < +o0, illetve f,g € R — R. Ekkor
* f,9 € D(a,b),
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A L’Hospital szabdly atfogalmazhaté bal oldali és (kétoldali) hatdrértékre, valamint i% tipusi hatdr-
értékre. A tobbi tipust kritikus hatdrértéket (pl. (+00) + (—o0), 0- (£oo), 00, 17°°) vezessiik vissza

0 o)

5 vagy iT.o tipusu hatarértékre.

A feladatmegoldédsok soran el6szor dontsiik el, hogy milyen tipust kritikus hatarértékrél van sz6, ezutén ellen-
Orizziik a L’Hospital-szabaly feltételeit.

1. Feladat. L’Hospital-szabdly segitségével szamitsuk ki az aldbbi hatdrértékeket!
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Megoldds.

a) A feladat az = — 1 tényez6 kiemelésével és egyszertisitésével is megoldhat6. L’Hospital-
szaballyal:
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b) A feladat az z7 tényezd kiemelésével és egyszerfisitésével is megoldhaté. L’Hospital-
szaballyal:
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c) A feladat gyoktelenitéssel is megoldhat6. L’Hospital-szaballyal:
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d) A feladat a hatvanysorok hatarértékérol szolo tétellel is megoldhaté. L’Hospital-szaballyal:
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Megjegyzés. A feladat a L'Hospital-szabaly tobbszoros alkalmazasaval is megoldhato,
azonban ez most hosszi szamitasokkal jarna.

A 4-edik el6adason értelmeztiik a tangens fiiggvényt, amelynek derivaltja:
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2. Feladat. L’Hospital-szabdly segitségével szamitsuk ki az alabbi hatdrértékeket!
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Megoldds.

a) Az 6sszeg egyik tagjanak sincs hatarértéke a 0 pontban. Eldszor alakitsuk at a kifejezést!
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ezért ez mar egy 8 tipusu kritikus hatarérték O-ban, és a L’Hospital-tétel feltételei is
teljesiilnek. Igy
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Tehét (+00) — (400) tipusti hatdrértékrol van sz6. Ezt § tipust hatérértékre alakitjuk

at:
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Tehat 0 - (—oo) tipust hatarértékrdl van szo. Ezt =22 tipusi hatarértékre alakitjuk at:
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0 - (£o00) tipust hatérértékrél van sz6. Az atalakitasokban felhasznédljuk a tangens
értelmezését:
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3. Feladat. L’Hospital-szabdly segitségével szamitsuk ki az alabbi hatdrértékeket!
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Megoldds. Az f(x)9® alakt kifejezésekben az alap és a kitevd is valtozik. Ebben az
esetben is a mar ismert
Flz)?® = (elnf(m))g(m) — @M@ (g 0)
atalakitast fogjuk alkalmazni. Ezutan meghatarozzuk a kitevében 1évo kifejezés hatarér-

tékét, és az exponencidlis fiiggvény folytonossiaga alapjan kovetkeztetiink a teljes kifejezés
hatarértékére az Osszetett fiiggvényre vonatkozo hatarérték alapjan.



a) 17 tipust kritikus hatarértékrol van sz6. Az ismert dtalakitassal:
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Nézzik eldszor a kitevo hatarértékét:
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Az exp fiiggvény folytonos az 1 pontban, ezért
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A megadott hatarérték tehat létezik és az e szammal egyenlo.

Megjegyzés. A hatarértékre vonatkozé atviteli elvet a (+00)-hez tarté z,, = n soro-
zatra alkalmazva kapjuk, hogy
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Emlékeztetiink arra, hogy az Analizis 1. kurzuson megmutattuk, hogy fenti sorozat
konvergens, és az e szamot ennek a hatarértékével definidltuk.

b) (4+00)° tipusi kritikus hatarértékrél van sz6. Az ismert dtalakitdssal:
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Nézzik eldszor a kitevo hatarértékét:
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A megadott hatarérték tehat létezik és 1-gyel egyenlo.

Konvex és konkav fiiggvények

Emlékeztets. A konvexitas a masodik derivalt eléjelével jellemezhetd:
Tétel. Legyen (a,b) C R egy nyilt intervallum. Tegyiik fel, hogy f € D*(a,b). Ekkor
1. f konvex [ illetve f konkdv] (a,b)-n <= " >0 [illetve f"<0] (a,b)-n;

2. f" >0 [illetve f"<0] (a,b)-n = [ szigorian konvex | illetve f szigordan konkdv | (a,b)-n.



Ha f € D(a,b) és c € (a,b), akkor ¢ az f fuggvény inflexiés pontja, ha f konvexitdsa megvdaltozik a ¢ pontban,
azaz

36 > 0: f konvex (¢ — d,¢]-n és konkév [c,c+ §)-n, vagy forditva.
Ha f € D*(a,b) és c € (a,b) inflexiés pont, akkor f” eléjele kiilonbozik ¢ egy bal és egy jobb oldali kérnyezetében.
Ha még [ € C{c}, akkor ez csak akkor lehetséges, ha f”/(c) = 0. Ezt hivjuk az inflexiés pontra vonatkozé

mdsodrendi sziikséges feltételnek.

4. Feladat. Adjuk meg azokat a legbdvebdb intervallumokat, amelyeken f konvex, illetve
konkdv. Van-e a figguénynek inflexios pontja?
a) f(z):=22°-212>+362z (z€R), b) f(r):=In(@*+2x+2) (recR),
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¢) f(x)::4fx2 (zeR\{-22}), d) f(z):= e (z € R\ {-1}).

Megoldds. A konvexitas jellemzésére vonatkozo tétel szerint azokat a legb6vebb interval-
lumokat kell megkeresni, amelycken az f” fiiggvény allandé el8jelti. Erdemes a monotoni-
tashoz hasonld téablazatot késziteni, de ennek elsé soraban most f” szerepel. A tédblazatbol
rogton leolvashatd, mely intervallumokon lesz konvex (~—) vagy konkav (—) a fiiggvény,
illetve hol van inflexiés pontja és mennyi az inflexiés pontokhoz tartozé érték.

a) A derivélasi szabdlyok szerint tetszéleges = € R esetén
f'(x) = 62* — 422 + 36 — f(z) = 122 — 42.

gy f'(z)=0 <= z=7/2
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b) A figgvény valoban értelmezheté minden x valés szdmra, hiszen
2420 4+2=(z+1)*+1>0

vagy masképpen D = 22 — 4.2 = —4 diszkrimindnsa negativ.

A derivalasi szabalyok szerint tetszoleges x € R esetén
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fgy f(z)=0 <= 2z=-2 vagy z=0.
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¢) A derivalasi szabalyok szerint tetszéleges x # +2 valds szam esetén
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d) A derivalasi szabélyok szerint tetszéleges  # —1 valds szdm esetén
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