7. gyakorlat

INTEGRALSZAMITAS 1.

Emlékeztetd. Az el6adason lattuk, hogy a gyakorlatban fontos szerepet jatszanak olyan fiiggvények,
amelyeket a derivalds miiveletének ,,megforditasaval” kapunk.

Legyen adott az I C R nyilt intervallumon értelmezett f : I — R fiiggvény. Azt mondjuk, hogy a F: I — R
figgvény f primitiv fiiggvénye, ha F € D(I) és F'(z) = f(z) (z € I).

Ha az I C R nyilt intervallumon értelmezett f : I — R fiiggvénynek van egy F primitiv fiiggvénye, akkor
végtelen sok is van, de azok F-t6] csak egy konstansban kiilonboznek. Ez az allitds nem igaz, ha f értelmezési
tartomanya nem intervallum.

Az I C R nyilt intervallumon értelmezett f fliggvény primitiv fiiggvényeinek a halmazat f hatdrozatlan
integrdljanak nevezzik, és igy jeloljiik:

/f::/f(z)dx::{F:I%R}FeDésF’:f}.

Ilyenkor f-re az integrandus, illetve az integrdlandd fiiggvény elnevezéseket is hasznéljuk.

Ha F € [ f, akkor ezt az aldbbi formaban fogjuk frni:

/f(x)dx:F(x)—&—C (x €1).

Az adott f fliggvény értelmezési tartoményat — vagyis az I intervallumot — mindig feltiintetjiik, a ¢ € R feltételt

a képletbe ,beleértjik”, de azt nem irjuk ki.

Alapintegralok, a hatarozatlan integral linearitasa

Emlékeztets. Az alapintegralokat ebben a tablazatban soroltuk fel.

Tétel. (A hatarozatlan integral linearitdsa) Legyen I C R nyilt intervallum. Ha az f,g : I — R
fiiggvényeknek létezik primitiv figgvénye, akkor tetszdleges o, B € R mellett (af + Bg)-nek is létezik primitiv
fligguénye és

/(af(x) 4 Bg(z)) dz = oz/f(x) dz + 5/9(33) de  (zel).

Az ebbe a korbe tartozé ,elemi fogasokkal” megoldhato feladatok sokszor nem egyszertiiek, mert at kell alakitani

az integrandust gy, hogy fel tudjuk irni alapintegralok linearis kombinaciéjaként.

1. Feladat. Szdmitsuk ki az alabbi hatdrozatlan integrdlokat!

a) /\/:L’\/x\/idx (x€(0,+oo)), b) /iz;idz’ (z € R),
c) /(33;_—31)2(:[:6 (x€(0,+oo)), d) /?;(;:S;%dx (:ce(O,w)).

Megoldds. Az integrandusok ,alkalmas” dtalakitdasa utan a hatarozatlan integral linea-
ritasara vonatkozoé tételt felhasznalva alapintegralokat kapunk.
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Az els6 helyettesitési szabaly és specialis esetei

Emlékeztets. Az osszetett fiiggvény derivaldsara vonatkozé tételnek a ,megforditasaval” kapcsolatban két
allitast tanultuk. Az els6 a kovetkezd szabalyt mondja ki.

Tétel. (Az elsd helyettesitési szabaly) Legyenek I,J C R nyilt intervallumok és g : I - R, f:J = R
faggvények. Tegyiik fel, hogy g € D(I), R, C J és az f fiiggvénynek van primitiv figguénye. Ekkor az (fog)-¢
figguénynek is van primitiv fiigguénye és

[ 1e@) - g@ds=F(gla) +e (e,
ahol F az f fiigguény egy primitiv fiigguénye.

Az els6 helyettesitési szabaly akkor haszndlhaté, ha az [ f o g- ¢ integralt kell kiszdmitanunk,
és ismerjilkk f egy primitiv fiiggvényét. Azonban gyakran nem vessziik észre, hogy ilyen tipusi
integrallal allunk szembe, ezért érdemes néhany specidalis esetet kiilon is megjegyezni.

« | L alaki integrdlok: Ha f: I =R, f >0 és f € D(I), akkor

ey

=Inf(z)+c (xel)l

o [f*-f alaki integrdlok: Ha f : I — R, f >0, f € D(I) és a € R\ {—1}, akkor

/f dx—f:):l_(f)—l—c (xel)l.

Ha o € N, akkor az f > 0 feltétel nem sziikséges.
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e [ f(ax + b)dx alaki integrdlok (linedris helyettesités): Ha a f : [ — R fiige-
vénynek van egy F': I — R primitiv fiiggvénye, a,b € R és a # 0, akkor
F(ax +b)
a

+c (ax+bel)l.

/f(ax—kb)dxz

A fenti specilis eseteket gy kapjuk meg az els6 helyettesitési szabalybol, hogy az els6 esetben
legyen f(z) := 1/x (z > 0), a masodik esetben legyen f(z) := 2® (z > 0) (vagy = € R, ha
a € N), illetve a masodik esetben legyen g(z) := ax + b (ax + b € I).

Ugy tudjuk ellendrizni, hogy a kiszdmitott primitiv fiiggvény helyes, ha ezt derivaljuk és vissza-
kapjuk az integrandust.

2. Feladat. Szamitsuk ki az aldbbi hatdrozatlan integrdlokat!

a) /x2+3d:v (x € R), b) /tgzdw (:vE(—%,%)),

c) /a: -ina: dx (:c € (1,+oo)), d) /cos(5x —3)dx (z €R),
e) /sinS:E-cos?’a:dx (x € R), f) /siandx (x € R),

9) / L — dz (m(()g)) h) /md@» (2 € (0,+0)).

cos?2x - \/tg®x

Megoldas. A feladatmegoldasok soran elészor altalaban az integrandust ,alkalmas mo-
don” at kell alakitanunk ahhoz, hogy az el6z6 képleteket hasznéalni tudjuk.

a)

/w2+3dx—<t1pus>—2 x2+3 de = - l(x +3)+c (zx € R).

b) Ha z € (—7/2,7/2), akkor

, o
/tgmd:p—/smxd (f tipus) = — ST g = —Incosz +c.
cos T f cos T

c) Ha z € (1, 4+00), akkor

/ xjnx dr = h%q: = (JJL: tipus és Inx > 0, mert z > 1) =In(Inz) + c.
d) Linedaris helyettesitéssel:
/cos(5x—3)dafzsm(5x5_3>+c (x € R).
e) Az integrandus atalakitdsdhoz a
cos® z = cos®’ - cosx = (1 —sin®z) - cosz (z € R)

azonossagot alkalmazzuk.



-

Igy
.5 3 _ [ .2 _ .5 T _
/sm x - Cos xdx—/sm x - (1 —sin a:)-cosxdx—/(sm xr —sin' x) - cosx dxr =

= / (sin5:c -cosx — sin’ x - cosq:) dr = (f*- f" tipus) =

sinfz  sin®x

=% "3 +c (x € R).
f) A mér ismert
11— 2
sin%;z% (x € R)

osszefliggésbél (azt mondjuk, hogy sin? z-et ,linearizaltuk”)

1-— 2 1
/ sin® z dx = / # dr = ; 5 | cos 2xdr = <hnearls helyetteswes) =

T 1 sin2x+ oz sir12:1;+ ( GR)
9 2 9 TCToT Ty Te  WER

g) Ha z € (0,7/2), akkor tgx > 0 és

/ ! drx = /(tgx)_3/2 . Ldm = /(tgm)_3/2 (tgx) dr =

2
cos? x - \/tgdx cos®x

L ipa e (tge)2 2
= (f*- f' tipus) = 1/ +c= \/’mg_x+c'

h) Vegytik észre, hogy
| , 1
ln:c:; (x > 0) és /Mdt:arctgt—l—c (t e R).

Alkalmazzuk az els6 helyettesitési szabaly altalanos alakjat az

1

112 g9(z) =Inxz

ft) =

szereposztassal:

-(Inz) dr = arctg(lnz) 4+ ¢ z € (0,+00)).
/ (1+1nx /1—|—lnx / g(ln.z) ( (© ))
Parcialis integralas

Emlékeztets. A szorzatfiiggvény derivalasara vonatkozé tétel ,megforditasat” fejezi ki a kovetkezd allitas.

Tétel. (A parcidlis integralas szabalya) Legyen I C R nyilt intervallum. Tegyiik fel, hogy f,g € D(I) és
az f'g figguénynek létezik primitiv figgvénye I-n. Ekkor az fg' fligguénynek is van primitiv fiiggvénye és

/ f(@)g' (@) de = f(x)g(x) - / f@)g()de  (zel).

A parcidlis integralast akkor célszerii hasznélni, ha a jobboldalon allé [ f’¢g integralt ki tudjuk
valamilyen modszerrel szamolni, akar egy tjabb parcialis integralas alkalmazéasaval.
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Van harom alaptipus, amelyeknél érdemes lehet parcialisan integralni.

[1.] Az

/P(a:)-T(ax—i—b)dx (r€R, a,beR, a#0)

alaku hatdrozatlan integrélok, ahol P egy tetszéleges polinom és T' € {exp, sin, cos, sh, ch}.
Ebben az esetben legyen

f(z):=P(x) ¢és ¢'(x):=T(ax +b) (x € R).
A ¢ fuggvényt mindegyik esetben konnyen meg tudjuk hatarozni. Annyi parcialis integralasra

lesz sziikség, mint amennyi a P polinom fokszama.

3. Feladat. Szdmitsuk ki az aldbbi hatdrozatlan integralokat!

a) /x~sinxda: (x € R), b) /(:1;2+3x)'62mdx (x € R).

Megoldds. Mindkét esetben a parcidlis integralas szabalyat fogjuk alkalmazni.
a) Alkalmazzuk a parciélis integralas szabélyat az
f(x) =z, ¢'(v):=sinx (x € R)
szereposztéssal. Ekkor f'(x) =1 (z € R) és g a sin fiiggvény egy primitiv figgvénye.
Az egyszerliség kedvéért legyen g(z) := —cosz (z € R). Igy
/x -sinzdr = /x - (—cosz) dr = z(—cosx) — /(x)' (—cosx)dr =

:—mcosx+/cosa:dx:—xcosa:+sin:p+c (x € R).

b) Kétszer fogunk egymdas utdn parcidlisan integralni.

2x

e ! 62:17 621
/(x2+3x)-62xd:c:/(x2+3x)~ <2> da::(x2+3x)-7—/(m2+3m)’-7dx:
2 3 2x 2x 2 3 2x 1
_ et 3n)e™ —/(2x+3)'edx:(m t3r)e —[/(2x+3>-62mdﬂc]-
2 2 2 2
Mésrészt

2x 2x

/(2a:+3)-e2mdx:/(2w+3)-<€;w> dx:(2x+3)-%—/(2x+3)'-%daﬁ:

(2 + 3) e>* /2 eQxd (2 + 3) e%* / 2 (2z +3)e? 2
—_ C— [ edr = —

- 2 - 2 2 T te
Osszefoglalva,
2 2x 1
/($2+3$)'€2$d$: (:):—i—;’):r)e —5 {/(233—}—3)-6%(1:13]
_(:cz—l—;%x)eh_; (2a:+23)62‘”_e;1+C:(ac2+2:1;2—1)e2"”+c (z € R).




AZ

/P(x)-G"(am—kb)dx (a:v+b€Dg, a,bER,a;«EO,nGN+>

alaku hatérozatlan integrélok, ahol P egy tetszéleges polinom és G € {In, arc ..., ar ...}.

Ebben az esetben legyen
f(x):=G"(ax+b) és ¢'(x):=P(x) (ax +b e R).
Az [’ ¢ fuggvényt mindegyik esetben konnyen meg tudjuk hatdrozni. Annyi parcialis integra-

lasra lesz sziikség, mint az n értéke. Sajnos ez a modszer altaldban elég bonyolult integralokhoz
vezet, de az egyszeri

/G(ax) dx

tipusu integralok kiilonos nehézséget nem okoznak.

4. Feladat. Szdmitsuk ki az aldbbi hatdrozatlan integrdlokat!

a) /lnxdm (a: € (0,-1—00)), b) /arctgi%x dr (z € R).

Megoldas. Mindkét esetben a parcialis integralas szabalyat fogjuk alkalmazni.

a) Itt azt a trikkot haszndljuk fel, hogy az integrandust az 1 - Inz alakban irjuk fel, és
ezutan alkalmazzuk a parcialis integralas szabalyat az

f(z):=Inz és ¢(x)=1 (x> 0)

szereposztassal. Igy
/lnxdm = /1 ‘Inzdr = /lnx- (x)' dr = (Inz) -z — /(lnx)' cxdr =

1
:xlnx—/—-xdm‘:xlnx— lde =xInz —z+c (x> 0).
T

b) Az integrandust az 1 - arctg3z alakban irjuk fel, és ezutdan alkalmazzuk a parcidlis
integralas szabalyat az

f(x) :=arctg3z és ¢'(z)=1 (x € R)
szereposztassal. Igy

/arctha:dx:/1-arctg3xd:v:/arctg3x-(;E)’dx:

3
= (arctg?)x)-:1:—/(arctgi%x)'-xd:pzxarctg?)m—/1_{_(37:2-xdmz

)

3 ! 1 18
:xarctgi%x—/l_i_xgxzdx: (J;, tipus) :xarcthx—6/H§I2daz‘:

1
:warcthx—gln(leQxQ)—i—c (x € R).



AZ

/eo‘”ﬁ-T(ax—Fb)dx (:EE]R, a,ﬁ,a,bGRésa,a%O)

alaku hatérozatlan integralok, 7' € {sin, cos, sh, ch}.

Ebben az esetben lehet
fz) = és g'(2):=T(ax +b) (z € R),

de forditva is lehet. A ¢ fiiggvényt mindegyik esetben konnyen meg tudjuk hatarozni. A kapott
integralt jra kell parcidlisan integralni hasonld fiiggvényvélasztassal. Ekkor visszakapjuk a
kiindulé integrélt. Ha az eredményt egyenletnek tekintjiik, akkor ki tudjuk beléle fejezni a
keresett integralt.

5. Feladat. Szamitsuk ki az aldbbi hatdrozatlan integrdlt!

/e2z~cosxda: (x € R).

Megoldds. Kétszer fogunk egymas utan parcidlisan integralni.

/
/62"’” ccosxdr = /GQI - (sinz) dr = e**sinz — /(629”) ~sinz dr =

:e2xsinx—/262x-sinxdx:e2xsin:c—2 {/e%-sinxd:c

Maésrészt
/
/6290 -sinx dr = /629” - (=cosz) dr = e**(—cosx) — /(ezx) - (—cosz)dr =
= —e*cosT + /262”” ccoszdr = —e*®cosx + 2/62""" -cosxdr.

Osszefoglalva

/e2x~cosxdx = e ging — 2 [/e2x~sinxdx

=X sing — 2 {—ehcosx—l—Z/e%-cosxd:v

= e sinx + 2e** cosx — 4/6% -cosx dx.
Az el6z6 egyenlet rendezése utan ki tudjuk fejezni a keresett integralt.

5/62x'cosxd:c = e sinz 4 2e** cosx + ¢,

azaz ) )
e“Tsinx + 2e“* cosx
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/e2x-cosxdx =



