10. gyakorlat

TOBBVALTOZOS ANALIZIS 1.

R? — R fiiggvények folytonossiga
Emlékezteto. Az R? linearis téren az (z,y) € R? vektor euklideszi normdjdt gy értelmezziik:
I 9)] = VET L
Két =,y € R? pont tdvolsdgdt a norma segitségével értelmezziik:
dwy)=le—yl  (zeR2).
Egy a € R? pont r > 0 sugart kdrnyezetén a
Ky(a):={z e R?*| |z —al <r}
halmazt értjiikk. K, (a) az a pont koriili r sugara nyilt korlap.

Azt mondjuk, hogy az f € R? — R fiiggvény folytonos az (a1, az2) € Dy pontban, (jelben f € C{(a1,a2)}),
ha

Ve > 0-hoz 3§ > 0 tgy, hogy V(z,y) € Dy,

(z,y) — (al,ag)H < 4§ pontban ’f(x,y) - f(al,ag)’ <e.
Tétel. (A folytonossagra vonatkozé atviteli elv) Legyen f € R? — R és (a1, a2) € Dy. Ekkor

feC{(a,a2)} <<= V(ri,yx): N—=>Dy, lim (a2, yx) = (a1,a2) esetén lim f(zr,yr) = f(a1,a2).
k— 400 k— 400

Az atviteli elvbél kovetkezik, hogy ha 3(xy, yx) : N — Dy sorozat, amely az (a1, az) ponthoz konvergél, de
lim f(xkvyk) 7é f(alaaQ)»
k—+oo

akkor az f fliggvény nem folytonos az (a1, as) pontban.

1. Feladat. A definicio alapjan bizonyitsuk be, hogy az

flz,y) = 2;2—3; ((x,y) € R?\ {(070)})

0 ((,9) = (0,0))

fliggvény folytonos a (0,0) pontban!

Megoldas. A tort szamlaldja és a nevezdje az origbhoz kozeli pontokban 0-hoz kozeli
értékeket vesz fel. Két kicsi szdm hanyadosarél van sz6. Azt mar tudjuk, hogy az barmi
lehet. A feladat allitasa szerint a tort az origbhoz kozeli pontokban 0-hoz kézeli értékeket
vesz fel.

A folytonossag definiciéja alapjan azt kell belatnunk, hogy

(%) Ve > 0-hoz 36 > 0: VY(z,y) € Dy, H(x,y)—((),O)H < 0 pontban ’f(x,y)—f(0,0)‘ <e.

Rogzitsiink egy e > 0 valés szamot. Ha (z,y) = (0,0), akkor ‘f(:c,y) — f(0, 0)‘ =0<e.



Ha (z,y) € R?\ {(0,0)}, akkor

x2y3 | _ z? |y‘3 a? | ’3 z? +y2 . ’ |3

202 + 42 | 22492 a24y? = 2242

=JyP’ <

f(x,) = £(0,0)] =

< (ha feltesziik, hogy H(:U,y)H <1, akkor |y| < 1) < |y]? <a®+y* = H(x,y)”2 <€
(zy)I<ve

Igy, ha ¢ := min{1, \/z}, akkor (%) teljesiil, ami azt jelenti, hogy f € C{(0,0)}.

2. Feladat. Mutassuk meg, hogy az

2zy
- ((&y) eR*\{(0,0)
gy im {7 (09 SENCO)

0 () = (0,0))

fiigguény nem folytonos a (0,0) pontban!

Megoldds. Az el6z6 feladathoz hasonléan az f fliggvényértékek az origohoz kozeli pon-
tokban két kicsi szam hanyadosa. Most azt kell megmutatnunk, hogy nem igaz az, hogy
minden ilyen hanyados kozel van a 0-hoz.

A folytonossagra vonatkozé atviteli elv szerint elég lenne olyan, a (0,0) ponthoz tarté
(Tn,yn) (n € N) pontsorozatot taldlni, amelyre a fliggvényértékek sorozatanak a hatarér-
téke nem egyenl6 a (0,0) pontban felvett f(0,0) = 0 fiiggvényértékkel.

Vegyiik észre, hogy ha f értékeit példaul az y = x egyenes pontjaiban tekintjiik, akkor azt
kapjuk, hogy
2 - x

22 + 22

f(a?,y) :f(:E,l‘) =

=1 (zeR\{0}).

Igy, ha (2., y,) = (%, %) (n € NT), akkor a sorozat az origéhoz konvergal:

11
(xmyn) = (, ) — (070), ha n — +00,
n n
de f(xn,y,) = 1 minden n € NT szamra, tehat f(x,,y,) — 1, ha n — +oo. Ez a
hatérérték killonbozik az f(0,0) = 0 figgvényértéktdl, ami azt jelenti, hogy az f fliggvény
nem folytonos az origbban.

3. Feladat. Legyen

2

— ((my) e R\ {(0,0)}),

fla,y) =2t +y?
0 (@) = (0,0))

Bizonyitsuk be, hogy f leszikitése minden, az origon dtmend egyenesre eqy folytonos eqy-
valtozos figguény, de f ¢ C{(0,0)}.




Megoldds. Harom esetet fogunk megkiilonboztetni:
o [ lesziikitése az y = 0 egyenesre: ¢(x) := f(x,0) =0 (x € R) folytonos fuggvény.
o [ lesziikitése az © = 0 egyenesre: p(y) := f(0,y) =0 (y € R) folytonos fiiggvény.

o [ leszilikitése az y = mx egyenesekre, ahol m # 0 rogzitett paraméter:

z? - (mzx) T

Mivel f(0,0) = 0, igy ¢(0) = 0, azaz a fenti Osszefliggés is igaz © = 0-ra. Tehat ¢
folytonos fiiggvény tetszoleges m # 0 paraméter esetén.

A feladat elso allitasa szerint, ha egyenes mentén az origéhoz kozelediink, akkor a fligg-
vényben szereploé hanyados értéke nulldhoz tart.

A feladat masodik allitdsa szerint nem igaz az, hogy az origbhoz kozeli tetszdleges pontok-
ban felvett fiiggvényértékek is kozel vannak a (0,0) pontban felvett f(0,0) = 0 fiiggvény-
értékhez. A folytonossigra vonatkozé atviteli elv szerint elég lenne olyan, a (0,0) ponthoz
tartd (z,,yn) (n € N) pontsorozatot taldlni, amelyre a fliggvényértékek sorozatanak a
hatérértéke nem egyenl6 a (0,0) pontban felvett f(0,0) = 0 figgvényértékkel.

Vegyiik észre, hogy most az y = ma? paraboldk mentén kaphatunk ilyen sorozatokat, mivel

z?-(mz®)  m
4+ (ma?)?2 14+ m?

f(@,y) = f(z,ma®) =

nem fiigg az x értéktol. Legyen példaul m = 1, és vegyiik példaul az

1 /12
— 2y [ = - +
(xmyn> - (ZEn,ZEn) T (717 <n> ) (n S N )
sorozatot. Vildgos, hogy ez a sorozat az origdhoz konvergal:

1 1
(T, yn) = (, ) — (0,0), ha n — +oo,

n’ n?

de f(xy,yn) = 3 minden n € NT szdmra, tehdt f(z,,y,) — 3, ha n — +oo. Ez a

hatarérték killonbozik az f(0,0) = 0 figgvényértéktol, ami azt jelenti, hogy az f fiiggvény
nem folytonos az origéban.

R? — R fiiggvények hatarértéke
Emlékezteto. Az f € R? — R fiiggvénynek az (ay,az) € D pontban van hatdrértéke, ha 3A € R, hogy

Ve > 0-hoz 36 > 0 gy, hogy V(z,y) € Dy, 0 < ||(z,y) — (a1,a2)| < ¢ pontban |f(z,y) — A <e.

Tétel. (A hatarértékre vonatkozé atviteli elv) Legyen f € R? 5 R ésa € D%. Ekkor

ln =A< V@ey) N D\{(ana)) lm (@) = (o) esctén lim o) = A

($7y)*>(a17a2)

Az atviteli elvbél kovetkezik, hogy ha van két olyan (xk,yx), (uk, vi) : N = Df \ {(a1, a2)} sorozat, amely az
(a1, a2) ponthoz konvergél, de

I I
S faeye) # lim f (s or),

akkor az f fliggvénynek nincs hatérértéke az (a1, as) pontban.



4. Feladat. Lassuk be, hogy

4

a im ——2—— =0,
(@:y)=(0.0) (22 + y?)?
o
b) a lim ———= hatdrérték nem létezik!

(@.y)—(0,0) (22 4 y?)?

Megoldds.
a) A definici6 alapjan fogjuk a hatérértékeket igazolni:

Ve > 0-hoz 36 > 0, hogy V(z,y) € R*\ {(O, O)},

$4y

((L’Q + y2)2

(%)

0< H(m,y) - (0,0)H < 0 esetén -0 <e.

Rogzitsiik az € > 0 valés szdmot. Ekkor V(z,y) € R? \ {(O, 0)} pontban

7(5,32)2 5 <yl L “’2)2 =
o) = )

=yl <22+ 2 =||(z,y)] <e.

Igy, ha 6 := ¢, akkor (%) teljesiil.

Ty
)

b) A hatarértékre vonatkozé atviteli elv szerint elegendé két olyan, a (0,0) ponthoz tarté
sorozatot talalni, amelyekre a

4

g(x,y) = m

((w,9) € R*\ {(0,0)})

fliggvényértékek sorozatanak a hatarértéke kiillonbozo.

Rogzitett m € R esetén tekintsiik g értékeit az y = ma egyenletii egyenes pontjaiban:

x4 1
r,y) =gxr,mx) = = reR\{0}).
Ekkor
1
_ o (1 . .
° ha’ m = 0 €s lgy (l‘nayn> T (570) — (070) — g(xn7yn) - m — ]_,
h _ 1 7 ’ o 1 1 O 0 o ]. . 1
« ham=146sigy (un,v,) == (ga g) = (0,0) = g(up,vn) = m e

Mivel
lim (2,,y,) = (0,0) = lm (uy,,v,),

n—-+o00 n—-+o00

de

n—+4o0o n—-4o0o

1
lim g(‘rTuyn) =1 7é 1 = lim g(Un,U,L),

ezért a g fuggvénynek nincs hatarértéke a (0,0) pontban.



R? — R fiiggvények parcidlis derivaltjai
Emlékeztets. Legyen

feR2 SR és a = (a1,a2) € int Dy.

A figgvény grafikonja a térben a z = f(x,y) egyenletii feliilet.
Fektessiink az a ponton at az x tengellyel parhuzamos egyenest
(t tengelyt). Ennek pontjai az xy sikban: (a; +t,az2) (t € R).
Vegyiik a fliggvény értékeit ezekben a pontokban, és képezziik
veliik az

Fu(t) :== f(a1 +t,a2) ((a1 +t,a2) € Dy)

valds-valés fiiggvényt. Ez a fiiggvény értelmezhetd a t = 0 pont-
nak egy K(0) kornyezetében, mert a € int Dy. Az F, fiiggvény
képe egy, a felilleten futé (metszet)gorbe, vagyis a z = f(x,y)
egyenlet(i felillet és az y = as (x, 2 tetszbleges) egyenletii sik
metszésvonala. Az f fiiggvény x vdltozé szerinti parcidlis
derivdltjit az a pontban (jele: 0. f(a) vagy 81f(a)) gy értelmezziik, mint az F, fiiggvény derivdltja
a 0 pontban, feltéve, hogy a derivalt létezik, azaz

Fo(t) — F2(0)

S 4

1 ap a +t x

flay +t,a2) — f(ar,a9)

R R / _ . xr _ .
0. f(a) :==01f(a) :=F,(0) = tlgr(l) " = %E}I(l) " .
F!(0) a metszetgorbe P(a, f(a)) pontbeli a meredeksége.

Az y valtozo szerinti parcidlis derivaltat hasonlé médon értelmezzik: F,(t) := f(a1, a2 +1t) (t € K(0)), és

6yf(a) — an(a) = F/(O) = lim Fy(t> - Fy(o) = lim f(alaa2 +t) - f(a17a2)

t—0 t t—0 t

Egy R? — R fiiggvény i-edik (i = 1,2) valtozoja szerinti parcidlis derivaltjat az a = (a1, a2) € int Dy pontban
ugy szamitjuk ki, hogy az a pont koordinatéit az i-edik kivételével rogzitjik, és az igy kapott valds-valds
fiiggvényt derivaljuk (ha az derivélhatd).

5. Feladat. Szdmitsuk ki az aldbbi fiigguény x és y valtozok szerinti parcidlis derivaltjait!

2 3

flz,y) = % (z,y > 0).

Megoldds. Ha x szerint derivalunk, akkor y rogzitett és x-et tekintjiikk valtozonak:

20-ay—(2* —y*) -y 2Py —2Py+yt Py+yt P4y

amf(xvy) = (C(]y)2 2

ny x2y2 ny

Ha y szerint derivalunk, akkor x rogzitett és y-et tekintjiik valtozonak:

—3y?ay—(2* =)o Bay — 2Pty 2ayt - 2?42

) — - - -
yf(x,y) (xy)g $2y2 xng 133/2

R? — R fiiggvények irdnymenti derivaltjai

Emlékeztets. A parcidlis derivaltakndl az e; kanonikus vektorokkal parhuzamos ,irdnyokban” derivaltuk
az f : R? — R fiiggvény értékeibdl keletkezett valés-valds fiiggvényt az a pontban. Ezt gy fogjuk altaldnositani,
hogy egy tetszbleges iranyban csindljuk ugyanezt.

Egy f € R? — R fiiggvény minden v = (v, v2) egységvektor (v + v3 = 1) szerint képezhetjiik a v irdnyt
irdnymenti derivaltat valamely a = (a1, a2) € int Dy pontban. Az

F,: K(0) >t~ f(ar +tvr, a2 +tvg) = f(a+tv)



valés-valos fiiggvény ¢ = 0 pontban vett derivaltjat (amennyiben létezik) nevezzik az f fiiggvény v irdnyd
iranymenti derivdltjanak az a pontban.

Tétel.  Tegyiik fel, hogy f € R* - R, a = (a1,az2) € int Dy, illetve az f figgvénynek léteznek a parcidlis
derivdltjai egy K (a) C Dy kdrnyezetben, és ezek folytonosak az a pontban. Ekkor az f figgvénynek az a pontbdl
induld tetszdleges v = (v1,va) egységuektor irdnyban létezik az irdnymenti derivdltja, és

Ovf(a) =01f(a) v1+ 0af(a) - va.
6. Feladat. Legyen
fa,y) =2 —ay+y*  ((z.y) €R?),

a = (ar,a2) = (1,1) ésv az x-tengely pozitiv dgdval 37 /4 szoget bezdrd euklideszi normdban
vett egyséquektor. Hatdrozzuk meg a O, f(a) irdnymenti derivdltat!

Megoldds. A feladatban szerepl6 v iranyvektor az aldbbi médon hatarozhaté meg:

_ _ 3T i 3T\ V2 V2
v = (v1,v9) = (COS T, sin f) = (—7, 7)

Ezutan az irdnymenti derivalt kiszamolasara vonatkozo tétel feltételeit ellenorizziik. Az f
fliggvény parcidlis derivaltfiiggvényei 1éteznek:

Of(r,y)=22—y, hf(ry)=-z+2 ((x,y) €R?)

és folytonosak minden (z,y) € R? pontban. A széban forgd tétel szerint a kérdezett
irdnymenti derivalt 1étezik, és

Buf(1,1) = A1 f(1,1) - v + Qo f(1,1) -vg = 1- (=) + 1 (L) =0.

7. Feladat. Hatdrozzuk meg az

faw) =t (@) er?)

figguény iranymenti derivdltjit a P (—%, 1) pontban a uw = (1,2) vektor dltal meghatdrozott
irany mentén/

Megoldds. Az irdnymenti derivalt kiszamitasara vonatkozo tételt alkalmazzuk. Mindkét
valtozo szerinti elsérendii parcidlis derivaltak 1éteznek minden (z,y) € R? pontban, és

3 2
Y 3y
aacf(xv y) = _262x+17 8yf(13, y) = e2z+1 '

Ezek a fiiggvények minden (z,y) € R? pontban folytonosak és

F'@y) = (0uf @,9).0,f(x.y))  ((z.y) € R).

Az f fiiggvénynek tehat a P pontban minden iranyban létezik az irdnymenti derivaltja és

Ouf(P) = (f'(P),v),



ahol
F(P)=f(-3.1) = (0uf (-3.1),0,f (- 3.1)) = (-2,3)

és v az u iranyu euklideszi norméaban vett egységvektor, azaz

”IHZHW%:(;S’QE))'

fgy



