12. gyakorlat
TOBBSZOROS INTEGRALOK

Szukcessziv integralas

Emlékezteto. Tétel. (Fubini-tétel) Legyen I = [a,b] x [c,d] és f: I — R. Tegyiik fel, hogy
a) f e R(I),
b) Vz € [a,b]: f, € Rc,d],
c) Vy € [c,d]: f¥ € R[a,b).

FEkkor
b

//f(x,wdmdy:/ (/dﬂx,y)dy) dz—/d( bf(x,ymx) dy.
I c a
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A tétel teljesiilése esetén egy kétvaltozds fliggvény integraljat kiszamithatjuk dgy is, hogy az egyik valtozot
elBszor (tetszblegesen) rogzitjik, és a masik valtozd szerint integralunk, majd az {gy kapott (a rogzitett valtoz6tol
fiiggd) integralt integraljuk. (Innen ered a szukcessziv (egyméds utdni) jelzd.) Az integraldst barmelyik valtozéval
kezdhetjiik, tehat az integrdlds sorrendje felcserélhetd.

Ha az f fiiggvény folytonos az I téglalapon, akkor f € R(I), illetve az f, (z € [a,b]) és az fY (y € [¢,d])
szekciofiiggvények is folytonosak, kivetkezésképpen Riemann-integralhatéak. Igy a tétel feltételei teljesiilnek.

1. Feladat. Tekintsik az I :=[0,1] x [0,2] téglalapot. Kétféle sorrendben szamitsuk ki az
/ / x?’\/gj dz dy
T

kettos integrdlt!

Megoldds. Az integrandus folytonos az R x [0, +00) halmazon (tehét [-n is), ezért az
integral 1étezik.

Ha eldszor tetszdlegesen rogzitett - € [0, 1] valtozd mellett az y valtozé szerint integralunk,
akkor azt kapjuk, hogy
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//:zc?’\/gdasaly:/((]/2:B?’\/§cly)ala:zo/l[xg-?32 _dx:0/1<a:3-§-23/2—0> dr =
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Ha eldszor tetszdlegesen rogzitett y € [0, 2] valtozo mellett az x valtozd szerint integralunk,
akkor azt kapjuk, hogy
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A kilénb6z6 sorrendben szamolt integralok tehat valoban megegyeznek.

Megjegyzés. Ha az integrandusban szerepld x és y valtozé szétvalaszthato az

flz,y) =g(x)h(y) (a<z<b c<y<d)

modon, ahol g : [a,b] — R és h : [e,d] — R folytonos fiiggvények, akkor a Fubini-tétel
feltételei nyilvanvaldéan teljestilnek, és

J[ fay)dody - /b ( /d (x)h(y) dy) dr = /b @) ( /d h(w) dy) do = ( /b @) dm)( /d h(w) dy)
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teljestil, azaz a kettés integral felbonthato két valés integral szorzatara. Eszerint
1 2 471 3/272 3/2
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2. Feladat. Szamitsuk ki a kovetkezo kettds integrdlt!

[/x.sin(;cy) dx dy ([ — [1,3} o [07 gD

Megoldds. Az integralandé f(z,y) := z - sin(zy) ((x,y) € RQ) fiiggvény folytonos I-n,
ezért f € R(I). A Fubini-tétele alapjan mindegy, hogy milyen sorrendben integralunk, az
eredmény ugyanaz lesz.

Ha el6szor az = € [1, 3] valtozét (tetszolegesen) rogzitjiik, és az y valtozo szerint integra-
lunk, akkor az

3 (/2
(%) / /x-sin(my)dy dx

egyvaltozos integralokat kell egymaés utan kiszamolni.

Ha elGszor az y € [0, g] valtozot (tetszOlegesen) rogzitjik, és az x valtozd szerint integra-
lunk, akkor pedig azt kapjuk, hogy

/2 / 3
(xx) / (/x - sin(zy) dx) dy.
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Vegyiik észre azonban azt, hogy a (k%) esetben elészor parcidlisan kell integralni, a (x)
esetben pedig a bels6 integralt rogton kiszamithatjuk. Ezért a (x) alatti sorrendben integ-
ralunk:

3 [ /2 3 Yy /2
//:U -sin(zy) de dy = / / x-sin(zy) dy | de = /[ cos(zy) } dr =
y=0
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(—COS,/;:E—I—COSO)de‘:l/(—COS,/TQx—i—l)dZE:{— WQ +x] =
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Megjegyzés. A szukcessziv integralds tétele azt allitja, hogy (a tétel feltételeinek a telje-
stilése esetén) mindegy, hogy melyik sorrendben integralunk, az eredmény ugyanaz lesz. Ez
azonban nem jelenti azt, hogy a kétféle sorrendben torténé kiszamolas soran ugyanolyan

H\w

technikai jellegii nehézségek lépnek fel.

Kettos integral kiszamitasa normaltartomanyon

Emlékeztetd. Az integralhatésag fogalma egyszerfien kiterjeszthetd tetszbleges korlatos H C R2-beli
halmazokon értelmezett korldtos fiiggvényekre. Legyen H egy ilyen halmaz és f : H — R egy adott korldtos
fiiggvény. Ekkor van olyan kétdimenziés I intervallum, amelyre H C I. Terjessziik ki az f fliggvény értelmezését

az I intervallumra a kovetkezdképpen:

oy ) @) (z€H)
f(x)’_{o, (z €I\ H).

Azt mondjuk, hogy az f : H — R fiiggvény (Riemann)-integrdlhaté a H halmazon (jelben f € R(H

az f : I — R fiiggvény integralhaté az I intervallumon. Ekkor legyen

-

Egyszertien belathatd, hogy ez az értelmezés fiiggetlen a H-t tartalmazé intervallum megvalasztasatol.

Gyakran el6fordul, hogy két figgvény altal hatdrolt tartomanyon kell egy integralt kiszamitani.

Legyenek ¢1, 2 : [a,b] — R folytonos fiiggvények, és tegyiik
fel, hogy ¢1(x) < wao(x) minden x € [a, b] esetén. A

H, = {(x,y) € R? ‘ a<z<b gi(z)<y< 902(33)}

halmazt a x tengelyre nézve normdltartomdnynak nevezzik.

Legyenek 11,19 : [¢c,d] — R folytonos fiiggvények, és tegyiik
fel, hogy 91 (y) < ¥2(y) minden y € [c,d] esetén. A

Hy:={(z,y) eR* | c<y <d, ¥(y) <z <oy}

halmazt a y tengelyre nézve normdltartomdnynak nevezzik.
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Tétel. (Integralas H, norméltartomanyon) Legyen H, az x tengelyre nézve normdltartomdny, és tegyiik
fel, hogy az f : Hy — R fiigguény folytonos. Ekkor f € R(H,) és

//f(%y)dmdy:/b 7($)f(w,y)dy dz.
H, a p1(x)

Tétel. (Integralds H, norméltartomanyon) Legyen H, az y tengelyre nézve normdltartomdny, és tegyik
fel, hogy az f : H, — R figgvény folytonos. Ekkor f € R(H,) és

//f(%y)dwdy:/d ¢7y)f(fv7y)daf dy.
Hy c P1(y)

3. Feladat. Szdmitsuk ki a kovetkezo kettds integralt:

//(23{;3; — %) dx dy,

ahol H azy = 2% és azy = x + 2 egyenletii gorbék dltal kézrezdrt korldtos sikrész!

Megoldds. Abrizoljuk a H halmazt!

El6szor meghatérozzuk a gorbék metszéspontjait: Y
4 e
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y==x ) >/
} — " =z1+2 < (z+1)(z—2) =0, ol
y=x+2 D ‘
T+21-- H |
Azaz © = —1 és & = 2 értékeknél taldljuk a két met- |
széspontot. Azt latjuk, hogy a H halmaz az = tengelyre }
nézve normaltartomany, és & v
& |
AN A
H:{(x,y)€R2:—1§I§2,x2§y§x+2}. "\ ! !

,'1 0 T 2 €

Az f(x,y) = 2zy — 2® integrandus folytonos az egész R?-6n, tehat a korlatos H halmazon
is. Kovetkezésképpen f € R(H). Ekkor elészor y szerint kell integralnunk. (A nyil jelzi a
,belsé” integral irdnyat.) Igy

2 /at2 2 S
//(Z:Ey — 23 drdy = / (/ (2zy — 2°) dy) dr = /{ny — xgy] dr =
H y=a*

2 -1

— 2 ((x(x +2)% — 2*(x + 2)) — (x(x2)2 — x3x2)> dr = /2(4x2 +4r — 2t — x3) dz =

403 2 4]’ 32 32 4 1 1 153
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Megjegyzés. A H halmaz felbonthat6 két
Hy = {(z,y) R} 0<y <1, —y <o < i),
H, = {(x,y)€R2:1§y§4, y—2§x§\/§}

y tengelyre nézve norméltartomany unidjaként. Ekkor

//(2xy—x3)dxdy: //(Qxy—J:?’)dxdy—l—//@xy—x?’)da:dy:

1/ VY 4 (VY
= / / (2zy — 2°) dx | dy + / / (2zy — 2°) dx | dy.
0 \-w 1 \y=2

Azonban ez igy joval tobb szamitassal jar.

4. Feladat. Jelolje H a (0,2), az (1,1) és a (3,2) csdcsponti hdromsziglapot. Szamitsuk
ki az
/ yerdxdy

H
integralt!

Megoldds. Abrézoljuk a H halmazt! y

Ha a tartomanyra az x tengelyre nézve nor-
maltartomanyként tekintiink, akkor az integral 2
kiszdmitasat két részre kell bontani a [0, 1] és
az [1, 3] intervallumokkal. Azonban, ha a tarto-
manyra az y tengelyre nézve norméaltartomany-
ként tekintiink, akkor nem sziikséges két részre 2,
bontani a H tartomanyt.

A H tartomany meghatarozasahoz fel kell irni az AB és a BC' egyenes egyenletét.

o Az AB egyenes esetén:

y—2 1-2
r—0 1—-0

-1 = y=—2a+2 <= z=-y+2

o Az BC egyenes esetén:

y-2_1-2 1 _ 1 1 oy 1
v—3 1-3 2 Y72t T
lgy
He={(ry) eR?|1<y<2 —y+2<z<2y-1}.
Az

flz,y) =ye’

integrandus folytonos az egész R?-én, tehét a korlatos H halmazon is. Ennek kovetkeztében

f € R(H).



Eldszor x szerint kell integralnunk. (A nyil jelzi a ,bels6” integral iranyat.) Ezért

2 [ 2y-1 2 p=dy—1 2
// ye dx dy = / / ye'dx | dy = /y . {65‘] dy = /y . (629_1 — €_y+2> dy =
H 1\ —y+2 1 T=my T2 1

2

2
:e_l/y-Gdey—GZ/y-e_ydy.
1
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A kapott két integralt parcidlis integrélasi szaballyal fogjuk kiszdamolni:
2 2y 2 2 2y 1 1 2y 2
Wy = |y _/1.6765 —S(oeA 2y 2|8 =
/ye Y [y 2]1 /W 32 =) —5|5

1 1

és
2 2 2 2
y y y
/y eVdy=ly - — —/1-e—dy:(—1) (26_2—6_1)—1-6— =
1], -1 -1],
1 1
2e — 3
_ 2, -1 -2 1 _
—(—26 +e )—(e —e )— =
Ezért

5. Feladat. Szamitsuk ki az
fa,y)=e(Vz+y) ((z,y) €eR?)

fligguény integrdljdt az x = 1 és y*> = x egyenletii gorbék dltal hatdrolt korldtos és zdrt
stktartomdnyon!

Megoldds.
A fliggvény képletébdl latjuk, hogy ha az x valtozo sze- Y
rint kezdiink integralni, akkor komoly nehézségekkel Ly=--r N~
kertilink szembe. Ezért a feladatban szereplé halmazt //Sy
az r tengelyre nézve normaltartomanyként fogjuk te- vzt - Q
kinteni. Ezt fogjuk H-val jelolni. H
Abrazoljuk a H halmazt! Azt latjuk, hogy
o\ = 1| *
H:={(z,y) eR*:0<z <1, —Va<y< /a}
VT -2
az x tengelyre nézve normaltartomany. Az f fiiggvény ‘*”\\\
folytonos, és igy f € R(H). Elészor x szerint kell =
integralnunk. (A nyil jelzi a ,belsd” integrdl irdnyat.) S i







